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Prélogo

El objetivo de este libro es presentar conceptos sobre programacion genérica en un contexto
basado en la abstraccion. La exposicion se hara en base al lenguaje C+ y la biblioteca estdndar de
C#++, o que permite que el lector conozca mejor este lenguaje y los detalles de como se podrian
implementar los tipos que ofrece.

Como consecuencia, el estudiante entenderd mejor no sélo la interfaz de la biblioteca, sino
también los detalles sobre como puede sacar el maximo rendimiento de ésta. Tener conocimientos
basicos sobre las estructuras de datos y la metodologia que se ha usado para crearla facilita en gran
medida su uso, ya que:

e Conocer detalles sobre qué hace una operacién permite usarla con precision, siendo cons-

cientes de las ventajas y desventajas que puede conllevar.

e Estudiar la metodologia en el desarrollo de la STL permite entender mejor el porqué de la
interfaz. No sélo descubrimos que es comoda sino que incluso somos capaces de inferir qué
otras capacidades probablemente nos ofrecera.

Por tanto, abandonamos en parte la necesidad de estudiar de memoria especificaciones o
manuales sobre su uso, siendo nuestros conocimientos y nuestra légica la que nos guie para obtener
lo mejor de la STL.

Lo que no es este libro es un manual de la biblioteca estdndar de C++. Existen muchos manuales
de referencia que el lector puede usar y que pueden resultar mas simples y eficaces, como son las
referencias en la red (véanse las referencias [55] o [54], por ejemplo). Es absurdo dedicar esfuerzo
y espacio a algo que ya estd escrito en otro lugar. En este texto, nos centramos en los fundamentos
para entender esas referencias. A pesar de ello, se incluird una informacién minima que haga del
libro una referencia autocontenida. Es posible desarrollar con la informacién limitada que se ofrece
aunque si tiene alguna duda sobre algiin detalle, debera recurrir a una referencia completa.

Biblioteca estadndar de C++ vs STL

Existe cierta controversia en la comunidad de programadores C+ sobre un uso correcto de las
dos expresiones: C+ Standard Library y Standard Template Library (STL). Normalmente no me



gusta incluir discusiones sobre nombres y clasificaciones, son mds adecuados para esquemas o
manuales de referencia, pero es necesario puntualizar —aunque sea en el prélogo— sobre un cierto
abuso del acrénimo STL en este libro.

Ciertamente, la STL se cre6 hace décadas —fundamentalmente por Alexander Stepanov— como
una gran contribucidn a la programacion genérica y que fue la base para buena parte del contenido
del estandar. Es interesante indicar que son dos cosas distintas, especialmente después del tltimo
estdndar de C+, en el que las nuevas contribuciones a la biblioteca estdndar de C+ hacen que el
nombre STL sea atin mds distante.

La confusién es consecuencia de que la biblioteca estandar hace un uso intensivo de las plantillas
en particular y la programacién genérica en general, ideas que ya se estaban explotando en las
implementaciones de la STL. Teniendo en cuenta que el disefio original de la biblioteca estandar se
realizé, en parte, casi duplicando buena parte de las primeras implementaciones de la STL —tenga
€n cuenta que ya se conocia y usaba por un gran nimero de programadores C+— el resultado es
que muchos programadores usan STL como una forma simple y corta de expresarse.

En este libro, seguiremos usando STL por simplicidad. Aunque de alguna forma se pueda
considerar una expresion incorrecta, es importante enfatizar que muchos de los conceptos que se
presentan cuando estudiamos contenedores, algoritmos o iteradores son los que originalmente se
incluyeron en las primeras implementaciones de la biblioteca, antes de que se completaran y se
hicieran parte de la biblioteca estandar.

En general, el acréonimo STL sigue siendo vdlido y deberia considerarse como una forma
adecuada para referirse tanto a la tecnologia que se cred originalmente como a la versién ampliada
que actualmente se estd usando (véase, por ejemplo, Josuttis [21]).

A quién va dirigido el libro

Este libro se ha planteado para un estudiante de programacién, mds que para un programador
experimentado; no es un libro para que un programador que conoce conceptos avanzados en otros
lenguajes conozca la sintaxis de C++. Para eso existen excelentes referencias, entre las que pueden
incluirse manuales de referencia que no entran a explicar los conceptos que sustentan el disefio de
la biblioteca.

Por tanto, se plantearan las lecciones persiguiendo que el lector amplie conocimientos con
conceptos y aspectos que mejoren su capacidad para resolver problemas de programacién. Por
supuesto, un efecto colateral serd que el estudiante podrd entender mejor cmo usar C+ en general
y la STL en particular.

En concreto, estudiar nuevas formas de abstraccién como son la programacion genérica y la
abstraccion por iteracion confiere al lector una nueva perspectiva para el disefio de soluciones.
Constituye un nuevo paso para un estudiante que tiene conocimientos basicos de programacién y
necesita afiadir nuevas bases que le permitan avanzar hacia un nivel de programacién mds elevado.

Tenga en cuenta que un buen libro sobre la biblioteca estandar de C+ podria ser muy amplio,
pues requiere manejar multiples campos. Por ejemplo, el libro Josuttis[21] es una buena referencia,
pero requiere una formacion minima, lo que permite al autor exponer detalles sobre la biblioteca
sin necesidad de explicar conceptos que, aun siendo avanzados, se suponen conocidos por el lector.

Por otro lado, una exposicion general sobre estructuras de datos resulta muchas veces lejana a
casos reales, no porque no sea adecuada, sino porque el estudiante no entiende bien cémo podria
llevarse a la prictica y como podrian mejorar su forma de programar. Un estudio més concreto
asociado a una biblioteca como la STL permite aportar una visién muy pedagdgica pero también
muy real de cémo se podrian usar complejas estructuras de una forma eficaz y simple. Sin duda,
es una aportacion muy positiva a la hora de entender conceptos de disefio y metodologia de
programacion.



El desarrollo de estos contenidos, donde se mezclan conceptos basicos, aspectos pedagdgicos y
detalles de implementacion estd especialmente adaptado a un estudiante de programacién al que
se le suponen unos conocimientos minimos de C++, incluyendo el disefio y desarrollo de clases.
Si este no es su caso, puede consultar las referencias Garrido[1] y Garrido[2], con las que podra
adquirirlos.

Es posible que esté pensando en este libro como una segunda parte de las referencias men-
cionadas y con el que podrd completar su formacién en este lenguaje. No, no es el caso. Ser un
experto programador en C+ es una tarea muy compleja que requiere de un tiempo de formacién
relativamente alto. Este libro no es mds que una nueva etapa, una nueva capa en la formacion del
estudiante que cubre aspectos tan importantes como la abstraccion y las estructuras de datos y que
permite abrir nuevas puertas para abordar, con mds garantias, temas mas avanzados.

Los disefios que se proponen en este libro esquivaran la programacién orientada a objetos
(POO) , mas concretamente, la herencia y el polimorfismo. Es probable que encuentre implemen-
taciones de estos tipos, por ejemplo, aprovechando la herencia para reutilizar c6digo en distintas
representaciones. Desde un punto de vista practico, es una mejor solucion, aunque desde un punto
de vista pedagdgico no resulta especialmente relevante para los objetivos de este libro. Aunque
podemos afiadir algiin comentario sobre una solucién con herencia, no son necesarios para realizar
este curso, se incluyen solamente para completar la discusién y que el lector sea consciente de una
visién global del problema.

Cuando estudie temas de POO, le resultara sencillo revisar y entender esas posibles alternativas.
Verd que los fundamentos son los mismos, aunque los detalles de la implementacién la harfan mas
dificil de seguir y muy poco apropiada para un libro. En cualquier caso, si desea echarle un vistazo
—por ejemplo, a la implementacién de la biblioteca estdndar de C+ del compilador de la GNU— le
recomiendo que antes lea algo sobre POO en C+.

Organizacion del libro

El libro tiene un objetivo claramente docente; se ha organizado como continuacién de las
referencias Garrido[1] y Garrido[2], del mismo autor. No es un libro en el que recopilar multiples
listas de tipos, algoritmos, utilidades, etc. de la biblioteca estdndar de C++. Es necesario incluir
buena parte de esta informacion para que el lector comprenda la amplitud y posibilidades de lo
que ofrece, pero no es el objetivo principal. Se incluird informacién, pero la minima para que el
estudiante asimile los contenidos.

Tampoco es objetivo de este curso obtener implementaciones ideales, puesto que los ejemplos
deben ser ilustrativos de los conceptos que se muestran, evitando dar detalles innecesarios ni
complicaciones que no aportarian mucho a la leccién. En este punto, no aporta demasiado ver
los detalles que optimizan las clases hasta el limite. Tenga en cuenta que una implementacioén
real de los tipos atna la experiencia, no s6lo de muchos programadores, sino también de un nivel
excepcional.

Con este libro no se cierra el estudio del lenguaje C+. No es objetivo revisar todo el lenguaje.
Por ejemplo, se van a evitar las jerarquias de clases —que se dejan para un curso posterior— o
gestion de errores mediante excepciones. Aun asi, se irdn afiadiendo algunas anotaciones que
permitan al estudiante ir adaptdndose y familiarizdindose con distintos aspectos del lenguaje que
en principio podrian ser demasiado confusos. Al final del curso, le serd mucho maés fécil enten-
der implementaciones reales, probablemente afiadiendo algunos conocimientos minimos sobre
programacién dirigida a objetos.

Los capitulos se han organizado para que el lector adquiera gradualmente los conocimientos
relacionados con la programacion genérica en C+, comenzando con temas simples de creacién de
clases y terminando con la abstraccién propia que requiere la metaprogramacion en este lenguaje.



En el capitulo 1 se presentan las bases para entender las discusiones sobre eficiencia que
se darén a lo largo de todo el libro. Uno de los objetivos del disefio de tipos genéricos es crear
implementaciones eficientes. Es fundamental que el estudiante tengo unos conocimientos bdsicos,
aunque no se presentaran problemas de andlisis de eficiencia especialmente complejos.

En el capitulo 2 se revisan los conocimientos sobre desarrollo de clases que se usardn en los
temas siguientes. Suponemos que el lector tiene cierta experiencia, por lo que la leccidn no incluird
todos los detalles. Los contenidos se centran especialmente en los puntos més delicados —los
que normalmente generan mas dudas— asi como en la exposicidn de algunos ejemplos sencillos
que sirven como soporte para los temas siguientes. Ademads, se revisan las aportaciones de C+14
para poder ofrecer una visién mds actualizada, especialmente si se incluyen conocimientos mas
avanzados sobre metaprogramacion, pero necesarios también para poder usar correctamente las
implementaciones actuales de la STL.

En el capitulo 3 entramos en uno de los grandes pilares de la programacién genérica: las
plantillas. Suponemos que el estudiante no sabe nada sobre ellas. La exposicién comienza desde lo
mads bésico. Es absolutamente necesario entender perfectamente cémo funcionan. Es un tema largo,
con muchos detalles y que requiere que el estudiante practique ampliamente creando programas
con plantillas. A pesar de su longitud, no se abarcardn todos los posibles detalles, sdlo los mas
importantes y suficientes para entender c6mo funciona la STL.

En el capitulo 4 se presenta el disefio de la STL como la unién de contenedores, iteradores y
algoritmos genéricos. Los primeros como plantillas que parametrizan los tipos que contienen, los
segundos como un resultado de la abstraccién por iteracién que comparten los contenedores y los
terceros como plantillas que aprovechan esta abstraccién para crear soluciones que son vélidas
e independientes de los contenedores. Se aportan discusiones para reflexionar sobre el disefio y
entender el porqué de la solucién propuesta en la biblioteca.

En el capitulo 5 se han reunido las distintas formas de objetos llamables que se proponen en el
lenguaje. Es dificil situar estos contenidos en otros temas, porque necesitan de conocimientos que
van desde la sobrecarga de operadores basica para una clase hasta discusiones sobre generalizacion
que aparecen en el tltimo estdndar. Sin embargo, es en este punto —después de revisar el disefio
de los algoritmos genéricos— donde resulta més facil apreciar las posibilidades que ofrecen y
situarlos en el lugar adecuado en el contexto de la biblioteca estdndar. Tenga en cuenta que se
incluyen comentarios avanzados sobre las funciones como un objeto mas a manejar, incluyendo las
expresiones lambda de C+11.

En el capitulo 6 volvemos al estudio de los contenedores y los algoritmos de la biblioteca
estdndar. Ahora no nos centramos en el disefio de las distintas partes de la biblioteca como en el
capitulo 4, sino en una exposicién razonada sobre lo que ofrece. Suponemos que los conocimientos
del estudiante sobre estructuras de datos son minimos, por lo que se razona sobre la variedad de
estructuras que ofrecen los contenedores, sobre cémo resuelven las implementaciones y c6mo
afectan a los tipos y operaciones con iteradores. Gran parte de la aportacién se relaciona con
estructuras de datos, aunque sin entrar en detalles de implementacién. En este punto, el lector ya
sabe c6mo se ha disefiado la STL, qué contenedores ofrece y con qué capacidades, asi como algunas
ideas bdésicas que le permiten decidir sobre el disefio de sus programas. Resta mostrar de forma
muy resumida los algoritmos que ofrece la biblioteca estandar de C++ para disponer de todos los
ingredientes para crear sus primeras soluciones a problemas relativamente complejos.

En el capitulo 7 se presentan los adaptadores. En los temas anteriores han aparecido algunas
pinceladas sobre ellos, puesto que son tipos disponibles en la biblioteca, pero sin entrar en como
se han disefiado, puesto que no son propiamente contenedores. No se han integrado en ese disefio
genérico que les permite su integracion en la iteracion y los algoritmos de la STL. Sin embargo,
son una excelente oportunidad de enfatizar la adaptacién como un patrén de disefio que encontrard
repetidamente a lo largo de su carrera como programador.
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En el capitulo 8 se presenta la metaprogramacion. En principio, es un tema algo avanzado para
un libro docente de este nivel. Sin embargo, no podemos exponer los componentes mds importantes
de la programacion genérica excluyendo algunas de las mds importantes aportaciones del estdndar.
Sin este tema, el estudiante podria encontrarse perdido en algunos c6digos o textos que tratan
sobre programacién en C++14. No es objetivo exponer con detalle este tipo de programacion, pero
es conveniente que se muestren algunas de las tecnologias que la facilitan asi como unas guias
generales que muestren en qué consiste esta forma de programar.

Ademés, se incluyen dos apéndices que completan el libro:

e En el Apéndice A se incluyen las soluciones de los ejercicios propuestos a lo largo de los
temas. Es recomendable que se estudie cada tema y se revisen estos ejercicios, primero inten-
tando solucionarlos y segundo, independientemente del resultado, consultando la solucién
que se propone. Los problemas que aparecen al final de los temas son propuestos para el
estudiante interesando en practicar, sin soluciones en el texto.

e En el Apéndice B se incluyen tablas y referencias. Encontrara algunas tablas bésicas, como el
c6digo ASCII o los operadores de C+, pero también la referencia a contenedores y algoritmos
de la biblioteca estandar. De nuevo, de una forma reducida, pero especialmente ttil para que
el lector disponga de un material autocontenido. Por un lado se amplia los detalles sobre
las operaciones de los contenedores y por otro se presentan los algoritmos clasificados y
por orden alfabético. La intencién es apoyar al estudiante en la prictica, ofreciendo una
referencia a modo de chuleta que le facilite crear programas basados en la STL.

Finalmente, se presenta la bibliografia, donde aparece la lista de referencias que se han usado
para la creacién de este libro o que resultan de especial interés para que el lector amplie cono-
cimientos. Ademads, se incluye un indice alfabético que facilite al lector navegar no sélo por los
conceptos mas relevantes, sino también por la gran cantidad de nombres que ofrece la biblioteca
estandar de C+,

Sobre la ortografia

El libro se ha escrito cuidando la redaccidn y la ortografia; no podria ser de otra forma. Se ha
intentado cuidar especialmente la expresion y la claridad en las explicaciones. Como parte de este
cuidado, es necesario incluir en este prélogo una disculpa por no respetar todas y cada una de las
normas que actualmente establece la Real Academia Espafiola (RAE) sobre el espaol.

En primer lugar, es dificil concretar un lenguaje claro y duradero en el contexto de la informatica,
especialmente porque cambia e incorpora nuevos conceptos continuamente. Unido al retraso que
requiere el andlisis y la decisién por parte de la RAE para incluirlos en el diccionario de la lengua
espaiiola, siempre podemos encontrar alguna palabra que se adapta desde el inglés y no estd atin
aceptada. Por ejemplo, usaremos la palabra unario como traduccién de unary. Otros palabras que
usamos de forma natural cuando comentamos c6digo en C+ pueden ser booleano, token, bufer,
precondicion, endianness, log, argumento, preincremento, prompt, etc.

Por otro lado, es habitual que el programador trabaje con documentacién técnica que estd escrita
en inglés. Esto hace que un uso de palabras similares en espafiol sea una forma de facilitar la lectura
rédpida y comoda. Por ejemplo, la palabra indentacion en lugar de sangrado, casting en lugar de
moldeado o array en lugar de arreglo.

Sin duda, mis cambios son un error; pero desde un punto de vista técnico prefiero no darle
excesiva importancia. Es mds importante superar la dificultad de los contenidos técnicos, dejando
cuestiones de la lengua en un segundo plano.

A pesar de todo, he querido ajustarme en lo posible a lo que nos dice la RAE; por respeto al
estupendo y complejo trabajo que realizan, pero sobre todo por respecto a nuestra lengua materna,
el principal legado comiin que nuestros ancestros nos han dejado.
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Una vez certificado mi respeto a la lengua y a la RAE como institucién, tengo que disculparme
por introducir alguna palabra u ortografia que no es actual. Esta disculpa se refiere, especialmente,
al uso de la tilde diacritica en el adverbio solo —note la tilde— y los pronombres demostrativos.
En mi humilde opinién, la distincién grafica con respecto al adjetivo solo y los determinantes
demostrativos, respectivamente, justifican claramente su uso. Si quiero priorizar la legibilidad, la
claridad, el énfasis de lo que comunico, creo que su uso estd justificado.

Por supuesto, seguramente habrd otros errores ortograficos o gramaticales; éstos son fruto de
mi torpeza e ignorancia, por lo que pido humildemente disculpas.
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Introduccién

Eficiencia de algoritmos
Andlisis de algoritmos
Ejemplos

1.1 Introduccioén

Cuando se desea resolver un problema es necesario seleccionar o disefiar un algoritmo, ya sea
porque disponemos de varias soluciones o porque podemos disefiar una nueva. Todas ellas funcio-
naran; por lo que es posible que parezca irrelevante —o al menos poco importante— seleccionar
una u otra.

Unos algoritmos seran mds lentos que otros, consumirdn mas memoria que otros o, en general,
requerirdn mas recursos que otros. Incluso con esta distincién, nos puede parecer indiferente la
solucién finalmente escogida, pues el incremento de potencia de los computadores actuales nos
permite disponer de maquinas mucho mds potentes en un tiempo relativamente pequefio y, por
tanto, incluso los algoritmos mds lentos se ejecutardn en poco tiempo. Sin embargo, este creencia
es totalmente falsa.

Consideremos un ejemplo. Tenemos el problema de asignar 50 trabajadores a 50 trabajos
distintos. El perfil de cada trabajador nos indica un rendimiento distinto dependiendo del trabajo
que se le asigne. Cuantificamos dicho rendimiento con un determinado valor, de forma que se nos
plantea el problema de descubrir aquella asignacién que sume el valor mds alto.

En principio, podemos estar tentados a disefiar el algoritmo mads simple, es decir, el ordenador
busca la solucién evaluando todas las asignaciones posibles. Si lo analizamos detenidamente, esto
implica la evaluacién de 50! posibilidades, es decir, del orden de 109 asignaciones. Un ordenador
que evaluara 1 billén de posibilidades por segundo y hubiera empezado hace 15000 millones de
afios, todavia no habria acabado.

Este ejemplo nos muestra que es necesario tener en cuenta la eficiencia de los algoritmos que
usamos. Ahora bien, si disponemos de varios algoritmos, ;Cémo podemos compararlos?

1.1.1 Tamano del problema

En primer lugar, tenemos que tener en cuenta que un algoritmo no tiene un tiempo fijo de
ejecucidn, sino que ese tiempo depende del tamafio del problema. Por ejemplo, el algoritmo que
indicdbamos en el ejemplo anterior, para un conjunto de 5 trabajadores y 5 puestos tiene un tiempo
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de ejecucion equivalente a la evaluacion de 120 asignaciones, es decir, un tiempo relativamente
corto en un ordenador actual. Sin embargo, hemos visto que para nuestro ejemplo de tamaifio 50 era
impracticable.

Consideremos otro ejemplo. Tenemos dos algoritmos para ordenar un vector de enteros. Una
forma simple de compararlos es implementarlos y medir el tiempo para un determinado tamafio, por
ejemplo 10.000. Ahora bien, si el primero es mas rdpido, ;es mds eficiente?. Tal vez, una ejecucion
con mds elementos —por ejemplo 100.000— tenga un comportamiento distinto.

Por lo tanto, debemos tener en cuenta que el tiempo de ejecucidn viene descrito por una funcién
del tamaiio del problema', que a partir de ahora denotaremos n. Por tanto, si queremos comparar
dos algoritmos, lo que tenemos que hacer es comparar las funciones que describen su tiempo de
ejecucion.

Dado que 7 lo podemos considerar un nimero natural y el tiempo de ejecucién no puede ser
negativo, consideraremos que la funcién que describe el tiempo de ejecucién de un algoritmo esta
definida del conjunto de los niimeros naturales a los reales no negativos (E)KaL ).

1.1.2 Algoritmos vs implementaciones

Es fundamental la distincién entre algoritmos, como un conjunto finito de pasos que nos
llevan a resolver un problema, e implementaciones, como una realizacién de un algoritmo en un
determinado lenguaje de programacion. El andlisis que nos ocupa se refiere a los algoritmos, no a
las implementaciones.

1.2 Eficiencia de algoritmos

El tiempo de ejecucion de un algoritmo depende del tamafio del problema. Ademds, si queremos
medir cudnto tiempo necesita cierto tamafio tendremos que realizar una implementacién. Esta
implementacién tardard un tiempo que depende del programador, del programa e incluso del
sistema donde se ejecuta. Es necesario establecer exactamente a qué nos referimos con eficiencia
de un algoritmo.

1.2.1 Familias de érdenes de eficiencia

Supongamos que tenemos dos algoritmos para resolver un problema de tamaifio n. Desarrollamos

dos implementaciones, a las que corresponden las siguientes funciones como tiempos de ejecucion:

e Algoritmo 1: t;(n) =n

e Algoritmo 2: t,(n) =2n

La conclusién obvia es que la funcién 1 es mejor que la 2. Ahora bien, si pensamos detenida-

mente en la razén de esta diferencia, descubrimos que hay otros factores —distintos al algoritmo
propio— que pueden influir en estos tiempos. Por ejemplo:

e El tiempo va a depender de la méaquina o el sistema operativo.

e Las herramientas usadas en el desarrollo de las soluciones pueden afectar al resultado.
Por ejemplo, un compilador més actualizado puede optimizar mejor el resultado de la
compilacioén.

e Tal vez, la segunda solucién la ha propuesto un programador menos habilidoso o, incluso, el
mismo programador estando mds cansado.

Por tanto, no es posible asegurar que la primera solucién sea la mejor. Recordemos que nuestro

objetivo es el andlisis de algoritmos, no de implementaciones.

1En realidad, este tiempo no sélo depende del tamaiio del problema sino también del valor concreto de los datos de
entrada. Véase mas adelante una discusion mds detallada sobre esta cuestion. Por ahora, simplemente consideremos que los
datos de entrada son los peores (los que mds tiempo necesitan para su procesamiento).

= | |
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El principio de invarianza nos permite resolver el problema:

Definicion 1.1 — Principio de invarianza. Dos implementaciones del mismo algoritmo no
difieren en eficiencia mas de una constante multiplicativa.

Es decir, desde un punto de vista matemdtico, dadas dos implementaciones de un mismo
algoritmo, con funciones t1(n) y t(n), existe ¢ € R+ y ng natural tal que:

ti(n) < ctr(n) (1.1)

nhn) < ct(n)

paran > nop.

Por tanto, si queremos que el anélisis de eficiencia no dependa de la implementacién, tenemos
que considerar a ambas funciones equivalentes. La consecuencia es que hemos particionado el
conjunto de las funciones que caracterizan el tiempo de ejecucién de los algoritmos en clases de
equivalencia y constituyen las denominadas familias de ordenes de eficiencia o, mds comun y
simple, drdenes de eficiencia.

Algunos de estos 6rdenes son muy habituales, por lo que resulta mas sencillo referirse a ellos
con algtin nombre. Asi, por ejemplo, podemos distinguir:

e Orden lineal, donde se encuentra la funcién f{n)=n.

e Orden cuadrdtico, que incluye a f(n) = n>.

e Orden logaritmico, que incluye funciones de la forma f(n) = logn.

e Orden exponencial, que se refiere a que el orden incluye alguna funcién del tipo X", con
X >1.

e ctc.

De esta forma, los algoritmos con tiempos de ejecucion en cada una de esas clases se denomi-
naran algoritmos lineales, cuadraticos, logaritmicos, etc.

Cuando queramos estudiar el tiempo de ejecucion de un algoritmo independientemente de la
implementacién, tendremos que calcular la clase de equivalencia —representadas en la figura 1.1—
a la que corresponde la funcién del tiempo de ejecucidn, es decir, determinar el orden de eficiencia.

1.2.2 Notacion asintética

Como hemos visto, la eficiencia de un algoritmo viene caracterizada por un orden de eficiencia.
Ahora se nos plantea el problema de “ordenar” los 6rdenes de manera que podamos indicar si un
algoritmo es mds eficiente que otro.

Si lo que nos interesa es decir que un algoritmo es mejor que otro, tal vez no sea necesario
determinar exactamente qué eficiencia tienen, sino simplemente que uno esta por encima del otro.
Para poder expresar esta relacién cémodamente, creamos una notaciéon. Ademads, esta notacion la
denominamos asintética, porque esta disefiada especialmente para expresar el comportamiento
cuando n —el tamafio del problema— aumenta. Se disefa asi teniendo en cuenta que:

e No distinguimos entre tiempos que difieren en una constante multiplicativa (recuerde el
principio de invarianza). Cuando el tamafo del problema es pequefio, podemos compensar
con una constante. Es decir, si tenemos una funcién que estd por debajo de otra en un intervalo
finito de valores, siempre podemos encontrar una constante multiplicativa para situarla por

encimaZ.

%En realidad, esto no es posible si consideramos que las funciones pueden valer cero. Sin embargo, puesto que manejamos
funciones que miden el tiempo de ejecucion de un algoritmo, podemos considerar que los casos que nos interesan tienen
siempre valores positivos.
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Orden lineal

f(n)=10n+log(n)

f(n)=n
f(n)=n+32

Orden logaritmico

Orden constante f(n)=log(n)

Figura 1.1
Particion del conjunto de las funciones en 6rdenes de eficiencia.

e Cuando mejora el hardware, los problemas que se resuelven son de mayor tamafo. Los
algoritmos con un mejor comportamiento cuando 7 crece son mds interesantes con vistas al
futuro. Por ejemplo, consideremos una mejora a un ordenador el doble de rapido. Si tenemos
dos algoritmos de eficiencia logaritmica y exponencial respectivamente:

e ki -log,(n): Sien 1 hora resuelve n = 100, con un ordenador dos veces mas réapido,
puede resolver n = 10.000.
e k-2": Sien 1 hora resuelve n = 100, con un ordenador dos veces mas rapido, puede
resolver n = 101.
Es decir, con un ordenador dos veces mds rapido, el primer algoritmo nos permitiria resolver
—en el mismo tiempo— un problema 100 veces mas grande. Sin embargo, el segundo
algoritmo practicamente no aprovecha esta mejora en la velocidad. La bondad del primer
algoritmo es consecuencia del “buen” comportamiento cuando el tamafio del problema crece.
Por tanto, la decisién sobre la mayor o menor eficiencia de un algoritmo dependera del compor-
tamiento del orden de eficiencia cuando n crece, es decir, cuando tiende a infinito. En este sentido,
lo que hacemos es comparar “perfiles de crecimiento”, es decir, un algoritmo es mas eficiente si
crece mas lentamente.

Comparando ordenes
Para poder comparar dos algoritmos, tenemos que ser capaces de decir que un orden de eficiencia
es mayor que otro. Para poder hacerlo, tenemos en cuenta que:
e FEl resultado no puede depender de lo que ocurre en un intervalo finito de valores de la
funcién.
e Para comparar dos 6rdenes de eficiencia, podemos usar dos funciones concretas que repre-
senten las correspondientes clases. El resultado no puede depender de esta eleccidn.
Con estas consideraciones, resulta natural la siguiente definicion:

= | |
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Definicion 1.2 — Orden entre funciones. Sean dos funciones f,g : N — EKO+.
Diremos que la funcién g(n) es menor o igual que f(n) si:
dee Rt np eN talqueVn >ng g(n) <c-f(n)

A partir de esta definicién podemos deducir las relaciones de igual®, mayor y menor.

En la figura 1.2 podemos observar la grafica* de las funciones n> y 100n. En este caso, vemos
que la funcién cuadrética es superior a la lineal a partir del valor 100. Segtn la definicién, con la
constante ¢ = 100 y valor ng = 1, la funcién cuadratica queda por encima de la funcién lineal. Por
tanto es mayor o igual que la lineal.

Notese que lo contrario, situar la lineal por encima, no es posible. Si lo fuese, las dos funciones
pertenecerian a la misma clase: serfan iguales.

40000 Ty

35000 1oon -/
30000 g
25000 - g
20000 - A
15000 |- |
10000 - .

5000 g

= I I I

0 50 100 150 200
Figura 1.2

Comparacién de n® y de 100n.

Es importante darse cuenta de que el orden que estamos estableciendo es s6lo parcial, es decir,
podemos encontrar dos funciones que no pueden ser ordenadas. Consideremos por ejemplo las
funciones:

n® sinpar
fln) = { n* sinimpar (1.2)
gn) = n’
En este caso, la funcién g(n) no estd por debajo, ni es de la misma clase, ni estd por encima de la
funcién f(n). Sin embargo, en nuestras discusiones sobre eficiencia de algoritmos, haremos uso de
funciones mds simples que pueden ordenarse entre si y, por tanto, siempre serd posible decidir qué
algoritmo es el més eficiente.

Notaciones 0,Q.,0

Para poder manejar el concepto de eficiencia de un algoritmo se desarrollan las notaciones
0,Q, 0. El objetivo es poder indicar, de forma clara y sin ambigiiedad, el grado de eficiencia que
hemos obtenido en el andlisis de un algoritmo.

En principio, la forma ideal de analizar un algoritmo consiste en obtener la funcién que
determina el tiempo necesario para ejecutarse, lo que nos lleva a su clase de eficiencia. Si tenemos

3Recuerde el principio de invarianza y la equivalencia de funciones. Note que esta definicién coincide con ese principio
cuando determina que dos funciones son iguales (es decir, estdn en la misma clase).

4Se han dibujado como lineas continuas para mayor claridad, aunque sabemos que son funciones definidas sobre los
naturales.
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ordenadas las distintas clases, tenemos ordenados —por eficiencia— los distintos algoritmos. En la
figura 1.3 se muestra graficamente esta idea. Podemos distinguir dos pasos:

1. Andlisis del tiempo de ejecucion. Tenemos que estudiar la funcién que indica el tiempo de
ejecucion necesario para cada tamafio de problema. Este problema lo tratamos posteriormente
en este tema.

2. Andlisis de eficiencia. Clasificamos ese tiempo de ejecucion en una familia de funciones.

Si queremos comparar dos algoritmos, tendremos que analizarlos para determinar a qué clases

pertenecen. Una vez analizados, serd posible decir que un algoritmo es mejor que otro puesto que
tenemos ordenadas las distintas familias de érdenes de eficiencia.

Muy ineficiente

Clase f(n)=2 n

Andlisis de ta)
. ) Eficiencia
Algoritmo —{ Tiempode |——= Clase f(n) — f(n)
Ejecucion

Clase f(n)=1

Muy eficiente

Andlisis de Eficiencia

Figura 1.3
Andlisis de eficiencia de algoritmos.

Por tanto, este tipo de andlisis consiste en estudiar el orden exacto de la funcién de tiempo de
ejecucién. Para denotar esta eficiencia, se utiliza la notacién ®. Denominamos @(f(n)) al conjunto
de funciones de la familia f(n). Por ejemplo, si analizamos un algoritmo que tiene un tiempo
de ejecucidn de ¢(n), decimos que es O(f(n)) si7(n) es de la familia de f(n) ((t(n) € O(f(n))).
Ejemplos:

e Lafuncién t(n) = (n+1)? es O(n?)

e La funcién ¢(n) =2" no es ©(3")

o La funcién t(n) = log, n es O(log; n)

Desafortunadamente, en la préctica es posible que el andlisis del tiempo de ejecucion de algunos
algoritmos sea muy complejo. En este caso, es muy dificil determinar la eficiencia del algoritmo.
Por otro lado, es posible que nos interese demostrar que un algoritmo tiene una eficiencia minima,
sin que nos importe demasiado su eficiencia exacta.

Por ejemplo, imaginemos que la escala de eficiencia es un valor entero del 1 al 10. El 1 es muy
bueno y el 10 es muy malo. Tal vez no es necesario estudiar la eficiencia de un algoritmo para
indicar que es de eficiencia —digamos— 3. Puede bastarnos el decir que como mucho es 5 para
indicar que es bastante bueno, o por ejemplo decir que al menos es 7, para indicar que es bastante
malo. Es decir, indicar una cota superior o inferior del valor de eficiencia.

Para denotar esta situacion, utilizamos las notaciones O, Q. La primera nos sirve para indicar
una cota superior y la segunda inferior. Asi, O(f(n)) es el conjunto de todas las funciones que son
iguales o menores que f(n), y Q(f(n)) es el conjunto de todas las funciones que son iguales o
superiores a f(n). Algunos ejemplos son:

e La funcién ¢(n) = (n+1)? es O(n?). Usando la notacién de conjuntos: (n+1)? € O(n?).

= | |
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e La funcién ¢(n) =2" es O(3").

e La funcién t(n) = n? es Q(n).

e La funcién ¢(n) = log,n es O(2").

En la figura 1.4 se muestra graficamente el significado de las tres notaciones. Como puede ver,
se han representado como elipses distintas clases de eficiencia, desde la mds eficiente a la menos
eficiente. Observe que:

e O(f(n)) es el conjunto de todas las funciones que hay en la clase de f{n) més las que estén

por debajo. Es decir, cualquier funcién de este conjunto es menor o igual que la clase f(n)
(ésta es una cota superior).

e De forma similar Q(f(n)) es el conjunto de las funciones en la clase f(n) mds las que estdn

por encima (f(n) es una cota inferior).

e Y finalmente, ©(f(n)) es el conjunto de funciones que estdn exactamente en la misma clase

que f(n)
Muy ineficiente Q

Figura 1.4
Notaciones O,Q, ®.

Mais formalmente, la notacién O (leida O-maytscula) se puede definir:

Definicién 1.3 — Notacién O-maydscula. Sea una funcién f: N — R El conjunto de las
funciones "del orden de f(n)", denotado por O(f(n)) se define como:
O(f(n))={g:N—R§/Ic e R*,ng €N tal que Vn >ng g(n) <c- f(n)}

De forma similar, la notacién Q:

Definicién 1.4 — Notacién Q-mayuscula. Sea una funcién f : N — R . El conjunto de las
funciones Q(f(n)) se define como:
Q(f(n)) ={g:N—=R{/Ic € R ,ng €N tal que Vn >ngy g(n) >c- f(n)}

Finalmente, la notacién ® a partir de las definiciones 1.3y 1.4

Definicién 1.5 — Notacién @-mayuscula. Sea una funcién f : N — %R . El conjunto de las
funciones "del orden exacto f(n)", denotado por ®(f(n)) se define como:

O(f(n)) = O(f(n)) NQ(f(n))
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Es importante indicar que el concepto de eficiencia se ha mostrado mds desde un punto de vista
intuitivo que formal. De ahi, que hayamos abusado en la presentacién del conjunto de clases como
un grupo de funciones totalmente ordenado. Es necesario volver a insistir en el orden parcial que
hemos establecido.

Precisamente, el uso de estas notaciones como cotas superiores e inferiores se muestra mas Ttil
al poder expresar los 6rdenes de eficiencia a pesar de esta parcialidad. Un ejemplo ilustrativo para
mostrar la conveniencia de las notaciones O y Q es considerar la siguiente funcién:

n  sinpar
fln) = { 2" sin impar (1.3
De la que podemos decir —por ejemplo— que tiene al menos la eficiencia de ®(2") y como mucho
es tan eficiente como @(n), es decir, es O(2") y Q(n). Aunque no podemos decir nada con respecto
a la relacién con funciones como n3, nlogn, ny/n, etc.
En este punto es interesante enfatizar ya la importancia de la notacién O-mayuscula. Con
ésta, establecemos una cota superior, es decir, si decimos que un algoritmo es O(f(n)) estamos
afirmando que como mucho tiene un perfil de tiempo de ejecucién f(n).

Operaciones entre 6rdenes de eficiencia
Se definen las operaciones de suma y producto para cada uno de las tres notaciones que hemos
expuesto.

Definicién 1.6 — Suma de Ordenes de complejidad. Sean dos conjuntos O(f (1)), O(g(n)),
la suma O(f(n))+ O(g(n)), se define como el conjunto:

O(f(n))+0(g(n)) = {h: N — R /3f1 € O(f(n)), g/ € O(g(n), no €N
tal que Vn > ng h(n) = f1(n) +g/(n)}

Definicién 1.7 — Producto de Ordenes de complejidad. Sean dos conjuntos O(f(n)),
O(g(n)), el producto O(f(n))-O(g(n)), se define como el conjunto:

O(f(n)) O(g(n)) ={h:N — R /3f € O(f(n)), g’ € O(g(n), no €N
tal que Vn > ng h(n) = f1(n)-g/(n)}

y sus correspondientes extensiones a la suma y producto de érdenes Q, ©.
A partir de ellas, se definen las reglas de la suma y el producto como sigue:

Regla 1.1 — Regla de la suma.

O(f(n)) +0(g(n)) = O(f(n) + 8(n)) = O(max(f(n),&(n)))

Regla 1.2 — Regla del producto.

y sus correspondientes extensiones para las notaciones Q, 0.

Estas reglas tienen una aplicacion directa en el andlisis de algoritmos que veremos mds adelante.
Ahora mismo sélo indicaremos que, para calcular la eficiencia de algoritmos con estructuras
secuenciales, se utilizara la regla de la suma, y para el cdlculo con estructuras iterativas, la del
producto.

= | |




1.2 Eficiencia de algoritmos %

1.2.3 Eficiencia en tiempo y espacio

A lo largo de las secciones anteriores se ha mostrado el concepto de eficiencia en relacion al
tiempo de ejecucion requerido. Sin embargo, un algoritmo no sélo consume recursos de CPU, sino
también de memoria. De hecho, en muchos casos podemos ver cémo resulta sencillo mejorar el
tiempo de ejecucién del algoritmo a costa de aumentar la cantidad de memoria que necesita. Por
consiguiente, serfa un grave error evaluar la bondad de un algoritmo Unicamente a partir del tiempo.

Es necesario, por tanto, indicar también la cantidad de espacio que necesita un algoritmo. Al
igual que hemos hecho con respecto al tiempo, podemos plantear una discusion similar con respecto
al espacio. Si embargo, sélo indicaremos que las notaciones que hemos propuesto para el primero
se utilizardn para el segundo. Por supuesto, el significado serd el mismo, utilizaremos una funcién
del tamafio del problema, en este caso referido a unidades de almacenamiento y no de tiempo de
ejecucion.

1.2.4 Eleccién del mejor algoritmo

Durante las secciones anteriores se ha insistido en la definicién de eficiencia como un perfil
de crecimiento independiente de cualquier constante. En principio, podemos considerar que la
eleccion de un algoritmo se basa en su eficiencia, es decir, la eleccién sigue la eficiencia tedrica que
desprecia esas constantes. Sin embargo, en la practica debemos considerar varios factores:

e El tamafio de los problemas que nuestro software va a resolver.

e Los requisitos de tiempo y espacio de nuestro sistema.

e Complejidad de implementacién y mantenimiento de los algoritmos.

Por ejemplo, podemos considerar dos algoritmos con un tiempo de ejecucién de # (n) = 100n y
t2(n) = n?/5. Obviamente, el primero es més eficiente ya que es lineal —es de orden exacto ®(n)—
mientras que el segundo es cuadrético (®(n?)). A pesar de ello, es posible que en la practica el
primero pueda ser mas recomendable. Podria ocurrir, por ejemplo, si:

o El tamafio de los problemas a resolver no va a pasar de 100. En este caso, el tiempo del
primero es menor que el del segundo. A pesar de tener una eficiencia teérica mejor, tiene
un comportamiento practico —para esos tamafilos— peor. En la eleccién de un algoritmo,
no podemos olvidar la constante multiplicativa que hemos considerado en el andlisis de la
eficiencia.

e El primer algoritmo es mucho mas rdpido, sin embargo, requiere una cantidad de espacio
superior. Por ejemplo, puede darse el caso de que requiera una cantidad de espacio cuadritica
con respecto al tamafio, mientras que el segundo requiera una cantidad constante. Si en nuestra
aplicacién es importante el espacio y los requisitos no nos permiten ese gasto, tendremos que
escoger el algoritmo de tiempo cuadratico.

e El algoritmo lineal requiere un coste de implementacién y mantenimiento muy altos. Si
nuestra aplicacidn tiene unos requisitos —de tiempo y espacio— que cumple perfectamente
el algoritmo de tiempo cuadratico, esta opcién puede ser mas conveniente para reducir costes
sin que la calidad del producto final se vea afectada. Esta situacion se da, especialmente,
cuando se dispone ya de un algoritmo suficientemente bueno y no se quiere invertir en disefiar
nuevas alternativas.

Por tanto, la eleccién en la practica no implica necesariamente la eleccion de la mejor eficiencia
tedrica. En muchos casos, podemos optar por realizar las implementaciones mas simples y mas
faciles de mantener, dejando para una etapa posterior el andlisis del programa para localizar las
partes que requieren de una mejora.

Sin embargo, a pesar de todo, cuando los tamafios de los problemas crezcan, probablemente
los algoritmos mds ineficientes empezardn a generar problemas de ineficiencia, siendo los mas
eficientes los que mejor se adapten al crecimiento del tamafio del problema. Desde este punto de
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vista, podemos decir que son mas faciles de mantener pues se adaptan mejor a las necesidades
futuras del programa.

1.3 Andlisis de algoritmos

Una vez que conocemos el concepto de eficiencia tedrica, debemos estudiar métodos que
nos permitan obtener, a partir de un algoritmo escrito por ejemplo en C+, la eficiencia que tiene
asociada. En esta seccién abordamos este problema.

1.3.1 Operacién elemental

Definicion 1.8 — Operacion elemental. Una operacién elemental es cualquier operacién
cuyo tiempo de ejecucion se puede acotar superiormente por una constante.

Este concepto es fundamental en el anélisis de algoritmos, porque el problema de estimar el
tiempo de ejecucion de un algoritmo se traduce en el problema de estimar el nimero de operaciones
elementales que ejecuta un algoritmo.

Recordemos que en el andlisis de eficiencia, nuestro objetivo es calcular una funcién que
indique el orden de eficiencia al que pertenece nuestro algoritmo. Por tanto, en principio, no nos
va a interesar conocer la funcion exacta que indica el tiempo de ejecucion, sino cualquiera que
corresponda a la misma eficiencia. No importa obtener una eficiencia %nz +7n+ 18 o de 100n?
ya que, en ambos casos, nos referimos a eficiencia n2. Esta condicién resulta muy iitil, ya que nos
permite hacer las simplificaciones que queramos a los cdlculos, siempre que no afecten al orden de
eficiencia finalmente obtenido.

Veamos un ejemplo que ilustra estas ideas. Supongamos un algoritmo que consiste en
sumas, n,, multiplicaciones y n, asignaciones de un nimero real. Estas tres operaciones podemos
considerarlas elementales, porque si el tamafio de los operandos es limitado, el tiempo de ejecucién
de cada una de ellas estd acotado”.

Consideremos que el tiempo de ejecucion es fy, ,,, ¥ t, segundos respectivamente para cada una
de las operaciones. Es facil ver, que si nuestro tiempo de ejecucion total es 7,

min(ts;tmatu) : (nx +np +na) S t=ng ts+Ny ty+ng 1, § max(ts;tmatu) : (nx +np +na)

Y por tanto el tiempo exacto de ejecucion se puede acotar con:

c1-n<t<cn

donde n = ng + n, + n, es el nimero de operaciones del algoritmo. Como las constantes no afectan
a la eficiencia, es claro que el tiempo es una funcién lineal, ya que la hemos puesto encima y debajo
de dos funciones lineales. Por tanto, el algoritmo es O(n).

Veamos ahora un ejemplo sobre un trozo de cédigo simple, la asignacién de cero a todas las
posiciones de un vector:

for (i=0; i<n; ++1)
Alil= 0;

SEstrictamente hablando, estas operaciones no son realmente elementales, pues dependen del tamafio de los operandos.
Cuanto més bits se utilizan en la representacion del niimero, mas tiempo se requiere para ejecutarla y, por tanto, no se puede
limitar. Sin embargo, estos valores probablemente se traducirdn en variables simples del lenguaje de programacion que
usemos, para las que existe claramente un tiempo limite de ejecucion.

= | |
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La eficiencia viene determinada por el nimero de operaciones elementales. Si nos fijamos en el
cddigo, el nimero de operaciones elementales podria contabilizarse como:

e Una operacién de asignacion antes de la ejecucion del bucle.

e Una operacién de evaluacién de la condicién antes de entrar en el bucle.

e Para cada iteracion:

e Dos operaciones para el cuerpo del bucle (indexacién+asignacién).
e Operacién de incremento y evaluacién de la condicién.

Por lo tanto, el nimero total de operaciones seria 1 +1+4n-(2+2), es decir, 4n+ 2.

Sin embargo, este andlisis resulta muy incémodo, pues obliga a estudiar en detalle el algoritmo®.
Podemos simplificar ain mas el problema. Por ejemplo, podemos decir que antes del bucle realiza
un ndmero finito o constante de operaciones elementales, que es lo mismo que si realiza una sola (no
afectard al resultado del andlisis). Dentro del bucle realiza dos operaciones elementales y dos para
el incremento y evaluacion de la condicién, pero también podemos decir que para cada iteracién
del bucle realiza una operacién elemental, ya que tampoco afectara al resultado (nétese ademas,
que un ndmero constante de operaciones elementales puede considerarse, segin nuestra definicion,
una sola operacion).

Con este planteamiento simplificado, es facil ver que el cédigo realiza un nimero de operaciones
de 1-n+ 1 que corresponde a una eficiencia @(n), al igual que en el andlisis detallado que acabamos
de comentar.

1.3.2 Caso peor, caso promedio y andlisis amortizado

El tiempo de ejecucién de un algoritmo depende del tamaiio de la entrada y, como indicamos al
principio de este capitulo, de los valores de entrada. Por ejemplo, consideremos un algoritmo que
busca un elemento en un vector. Si la entrada es un vector que contiene el elemento en la primera
posicién buscada, la ejecucion consumird muy poco tiempo. Sin embargo, si el elemento estd en la
ultima, el algoritmo consumird mucho mas. Por tanto, antes de indicar la eficiencia de un algoritmo,
tenemos que decidir como vamos a considerar la entrada.

Andlisis del peor caso

En primer lugar, consideramos el andlisis mas habitual en la mayor parte de la bibliografia. Se
refiere, como era de esperar, al andlisis del peor caso. Dado que el algoritmo puede tener multitud
de posibles entradas, a las que corresponden multiples tiempos de ejecucion, escogemos una muy
concreta: la que provoca un tiempo de ejecucién maximo, es decir, el peor caso.

Consideremos la bisqueda de la posicion de un elemento en un vector de tamafio n, como un
algoritmo que recorre una a una las posiciones del vector desde la primera hasta la dltima (algoritmo
de biisqueda lineal).

Podemos analizar desde el mejor caso, es decir, que esté en la primera posicién buscada, y por lo
tanto en un paso el algoritmo termine, hasta el peor caso, es decir que el algoritmo busque la primera
posicidn, no esté el elemento y continde hasta que recorra todas las posiciones, encontrdndolo
exactamente en la dltima posicién consultada. Como vemos, este caso es el de mayor tiempo de
ejecucion, para el que se necesitan del orden de n pasos.

Como es de esperar, parece que el caso mas interesante es el de mayor tiempo, y por tanto,
diremos que el algoritmo de bisqueda necesita, en el peor caso, del orden de n pasos (®(n), ya que
cada paso se puede considerar una operacién elemental).

Finalmente, recordemos que la notacién O-mayiiscula indica una cota superior de la eficiencia
del algoritmo. Como el peor caso lo podemos considerar el valor mds alto para cualquier ejecucidn,
resulta natural indicar la eficiencia con esta notacidn, incluso sin decir que se trata de anélisis de

SNétese que podria incluso complicarse si intentamos estudiar los pasos que realiza el algoritmo a un nivel mds bajo (por
ejemplo en ensamblador).
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peor caso. Asi, el algoritmo de bisqueda de un elemento es, en peor caso, ®@(n), o simplemente es
un algoritmo O(n).
La mayor parte de las referencias a eficiencia que encontramos en la literatura utilizan esta

notacién, asumiendo cuando no se dice nada, que el andlisis se hace en peor caso’.

Andlisis del caso promedio

En muchos algoritmos resulta mucho mas interesante medir, no el tiempo de ejecucion del peor
caso, sino el tiempo medio que necesita una llamada cualquiera. Por ejemplo, consideremos que
para resolver un problema se van a realizar un nimero muy grande de llamadas a cierto algoritmo,
para el que es de esperar que el tipo de las entradas sea variado. En este ejemplo, resulta mas
practico considerar el tiempo que en media tarda el algoritmo, ya que el tiempo en peor caso
multiplicado por el nimero de llamadas puede resultar un valor mucho mds alto que el real.

Un anélisis en caso promedio es mds complejo que en peor caso, puesto que para éste s6lo
analizamos una entrada concreta, mientras que para el tiempo medio necesitamos considerar que
puede darse cualquier entrada. Basicamente, la forma de realizarlo es calcular una media del
nimero de operaciones que tenemos que llevar a cabo para cada posible entrada. Notese que no
todas las entradas tienen que ser igualmente probables, por lo que la media serd ponderada por la
probabilidad de cada entrada. Por tanto, el primer problema a resolver para este tipo de andlisis es
determinar una distribucién de probabilidad para las posibles entradas.

Volvamos al ejemplo simple de la bisqueda lineal, donde localizamos la posicion de un elemento
que se encuentra en un vector:

o Posibles entradas: Corresponden a todos los casos, desde el mds favorable que corresponde a
que el elemento estd en la primera posicion, hasta el pero caso, cuando estd en la dltima. Por
tanto, n posibles entradas. Si el elemento estd en la primera posicidn, el algoritmo requiere
un paso para localizarlo, si estd en la segunda, dos pasos, etc.

e Distribucion de probabilidad: Parece 16gico que para un caso general, el valor que buscamos
puede estar en cualquier lugar del vector con igual probabilidad. Esto es, que la probabilidad
de encontrarlo en la posicién i-ésima es 1/n, para cualquier posicién i del vector.

Por consiguiente, la media se puede calcular como

14+n
2

4 1 1 1
(n) i:lePt e R N

donde ¢; es el nimero de operaciones requeridas para resolver la entrada i, que tiene probabilidad
Di-

Como vemos, el resultado en este algoritmo es que en media la eficiencia también es lineal.
Notese que el nimero de operaciones que hemos calculado en este caso nos aparece dividido por
dos, ya que en media se realizan menos operaciones (el tiempo en media siempre serd menor o
igual que el peor caso).

Se ha presentado este ejemplo por simplicidad, aunque el estudio en media nos lleve a la misma
eficiencia. Existen otros algoritmos mds complejos, para los que descubrird que el caso medio es
mas eficiente que el peor caso.

Finalmente, es importante destacar que en este andlisis hemos supuesto una distribucién
uniforme en todas las entradas. Para aplicaciones concretas se puede realizar un estudio de esta
distribucién, ya que para que los resultados sean validos, ésta deberia ajustarse lo mds posible a la
realidad.

7 A pesar de estas consideraciones, no podemos olvidar que una afirmacién del tipo: “la bisqueda es O(n?)” es correcta,
sin que esto indique que el peor caso sea @(n?), como hemos podido comprobar.

= | |
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Andlisis amortizado

En las secciones anteriores hemos considerado el tiempo de peor caso en una ejecucion de un
algoritmo, y el tiempo medio de m ejecuciones independientes. Consideramos un tipo de anélisis
adicional: tiempo medio de m ejecuciones consecutivas. Es importante destacar que:

1. El andlisis amortizado es una media. Debido a que medimos el tiempo de m ejecuciones,

y nuestro interés es el tiempo de una ejecucion de un algoritmo, obviamente, el valor que
buscamos es el cociente de ese tiempo entre el nimero de ejecuciones que realizamos.

2. El andlisis amortizado es un estudio en peor caso. Aunque hacemos una media, no suponemos
ninguna distribucién de probabilidad sobre las entradas, sino que contamos el tiempo total
unicamente considerando que son ejecuciones consecutivas. Podriamos decir que el andlisis
amortizado es el tiempo, en peor caso, de un algoritmo que se ejecuta m veces consecutivas.

Inicialmente, podriamos pensar que es una situacién muy extrafia, ya que si tenemos que un
algoritmo necesita un tiempo f(n) en peor caso, si lo ejecutamos m veces consecutivas, necesita-
remos un tiempo m- f(n). Sin embargo, ahora introducimos un elemento mds en nuestro estudio,
ya que consideramos que cada vez que se llama, el algoritmo actda sobre un mismo conjunto de
datos, de manera que distintas llamadas necesitan distintos tiempos de ejecucion y las operaciones
realizadas en una de ellas afecta a las siguientes.

El hecho de realizar este tipo de anélisis se debe a que existen muchos casos en los que un
algoritmo puede ser muy costoso, pero este tiempo se puede compensar con otras llamadas que son
muy rapidas.

Para intentar mostrar una idea intuitiva de esto, consideremos el problema de almacenar libros
en un contenedor. Este ejemplo nos permite intuir, evitando detalles sobre cédigo, por qué el
tipo vector de la STL —que hace de contenedor— tiene un tiempo amortizado de O(1) para la
operacién de afiadir elemento al final.

El problema consiste en que se dispone de una caja con capacidad para n libros y la operacién
que queremos analizar es la de introducir un libro mas. Esta operacién requiere el movimiento de 1
libro desde un montén al interior de la caja, y la podemos suponer de tiempo 1 unidad (operaciéon
elemental). En la figura 1.5 se representa esta operacion.

Introducir

P
N ey N
N2 ey ‘

Capacidad: n libros

Figura 1.5
Operacion introducir un libro.

Cuando la caja se llena, no se puede realizar la siguiente operacion, asi que la operacién de
introducir un nuevo libro necesita reemplazar la caja con otra que tenga el doble de capacidad. En
este caso, tendrd que mover, uno a uno, todos los libros de la primera hasta la nueva caja para poder
seguir introduciendo nuevos libros en la siguiente operacién.

Un andlisis en peor caso nos indica que la llamada a la operacién de introducir libro es O(n),
ya que en el peor caso —cuando la caja estd llena— hay que trasladar cada libro a la nueva caja (n
operaciones elementales). Por lo tanto, podriamos decir que m operaciones consecutivas necesitan
m - n operaciones elementales.
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Sin embargo, esta estimacion es demasiado pesimista, ya que si son operaciones consecutivas,
sabemos que para que ocurra una operacion costosa, tienen que haber ocurrido muchas operaciones
rdpidas. Recuerde que cada ejecucién que no llena la caja necesita s6lo una operacion elemental.

Para entenderlo, considere que se realizan n operaciones consecutivas introduccion de un libro.
Obviamente, al llegar a n, una nueva operacién tendrd que usar otra caja (de capacidad 2n) y
trasladar uno a uno todos los libros que ya habiamos introducido. Para que ocurra esto, antes ya se
han realizado » introducciones con coste 1. ;Cudl ha sido el coste de las n inclusiones? Es fécil ver
que en total se han necesitado 2n movimientos de libros (n primeras inclusiones mas » movimientos
a la nueva caja). Por tanto, cada operacion ha necesitado —en media— 2 movimientos. Es decir, la
operacion tiene un coste amortizado de O(1).

En este ejemplo, el andlisis se ha realizado de una manera intuitiva para que se entienda la
importancia y el sentido de este tipo de calculo, mostrando cémo el tiempo calculado es en peor
caso, y que corresponde a una media de ejecuciones consecutivas (jque no son independientes!). Es
un ejemplo claro de que una operacién que puede parecernos costosa realmente se comporta con un
tiempo de ejecucién mucho mejor.

Este tipo de andlisis es muy importante en el estudio de estructuras de datos, ya que es facil
encontrar operaciones que no son independientes. Operaciones muy costosas, que organizan las
estructuras de datos, pueden compensarse con operaciones muy rapidas que van desorganizdndolas
poco a poco.

Los métodos para el cdlculo del tiempo amortizado se salen de los objetivos de este libro.
Se puede encontrar una buena introduccién en Brassard[6] y algunos ejemplos sobre estructuras
de datos avanzadas en Weiss[53], asi como resultados practicos en Mehlhorn[25]. Mds adelante
mostraremos ejemplos concretos en los que haremos referencia a este tipo de analisis.

1.3.3 Reglas para el cdiculo de la eficiencia

Una vez establecido el problema del cdlculo de eficiencia en las secciones anteriores, las reglas
para realizarlo se pueden derivar de forma directa a partir de la seméntica de las sentencias de
nuestros algoritmos.

Nos centramos en el problema del cdlculo de una cota superior —O-mayuiscula— para el peor
caso, ya que serd el que utilizaremos en mayor medida a lo largo de este libro (las notaciones ® y
Q se pueden analizar utilizando razonamientos similares).

Consideraremos el andlisis de algoritmos descritos en C+, sin pérdida de generalidad. Es
interesante observar que las reglas de cdlculo no son més que contar el niimero de operaciones
elementales del algoritmo, con la ventaja aiadida de las simplificaciones derivadas del hecho de
que queremos obtener un resultado en notacién O-mayuscula.

Secuencia

Sean S y Sz dos fragmentos de c6digo con eficiencias O(f(n)) y O(f2(n)), respectivamente.
La eficiencia de la unién secuencial de ambos fragmentos, “S;;S5,”, es O(f1(n)) + O(f2(n)) que,
por la regla de la suma (pdgina 8), es igual a O(méax{ fi(n), f2(n)}).

Seleccién

En este apartado analizamos las sentencias i f, if—else y switch; éstas corresponden a la
seleccién simple, doble y mdltiple, respectivamente.

En las dos primeras es necesario evaluar una expresion booleana para escoger el camino de
ejecucion correspondiente. Esta evaluacién requiere un tiempo O(E(n)). Por supuesto, distintos
caminos pueden tener asociados distintos drdenes de eficiencia. Nuestro interés se centra en el peor
caso. Si la sentencia es if simple, supondremos que la condicién es true. En el caso de 1 f—
else tendremos que seleccionar, de entre los dos posibles caminos, el de peor eficiencia O(f(n)).

= | |
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El resultado es que la eficiencia total es la suma de ambas, que como sabemos, corresponde a
O(max{E(n), f(n)}).

Para el caso de la sentencia switch el razonamiento es similar, pues primero tendra que
evaluar la expresion del switch y luego tiene que seleccionar uno de los casos. Se encadenard,
por tanto, el tiempo de esa evaluacién con el peor caso de entre las distintas alternativas.

Repeticion

En este caso analizamos los bucles, es decir, las sentencias iterativas for, while y do—
while de C+.

En todas ellas, el bucle se ejecuta un nimero de iteraciones determinado que puede depender
del tamafio del problema. Es decir, podemos decir que el bucle se ejecuta un nimero O(Ite(n)).
Téngase en cuenta que este valor depende de la condicién de parada, asi que deberemos considerar
el peor caso, es decir, el maximo valor de iteraciones que se pueden llevar a cabo.

Igualmente, es necesario evaluar para cada iteracion la condicion de parada, para lo que es
necesario un tiempo O(Con(n)), y ejecutar el cuerpo del bucle con un tiempo O(Cpo(n)).

El tiempo de ejecucion total para cada bucle es, por tanto,

e for: En este caso, existe una inicializacion previa al bucle, que necesita un tiempo O(Ini(n)),

asi como un incremento para cada iteracién con tiempo O(Inc(n)). Conociendo la semdntica
de este tipo de bucle, podemos concluir que el tiempo total es:

O(Ini(n)) + O(Con(n)) + O(Ite(n)) - [O(Cpo(n)) + O(Inc(n)) + O(Con(n))]

que corresponden, respectivamente, a la inicializacién, la evaluacién inicial de la condicion,
y el tiempo total de las iteraciones (para cada una hay que ejecutar el cuerpo, realizar el
incremento y comprobar la condicion).

Ejercicio 1.1 Considere el siguiente trozo de cddigo que anula los elementos de un
vector de tamafio n:

for (int i=0; i<n; ++1)
vliil= 0;

(Cudl es el tiempo de ejecucion del bucle?

e while: Utilizando la misma notacidn, el tiempo es:

O(Con(n)) + O(ite(n)) - [0(Cpo(n)) + O(Con(n))]

Ejercicio 1.2 Considere el siguiente trozo de cédigo donde buscamos un elemento x en
un vector de tamafio n:

vinl= x;

int i= 0;

while (v[i]!=x)
i++;

(Cudl es su tiempo de ejecucion?

e do—while: De una forma similar, el tiempo es:
O(Ite(n)) - [O(Cpo(n)) + O(Con(n))]

Para obtener la expresion final se aplicardn las reglas de la suma y el producto (pagina 8).
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Funciones

El orden de eficiencia de una funcién viene determinado por el orden de eficiencia de las
sentencias que la componen. Sin embargo, debemos tener en cuenta que también se realizan
operaciones de paso de pardmetros y devolucién de resultados.

Tanto la llamada (el paso del control a la funcién) como el paso de parametros por referencia
(s6lo es necesario pasar una direccién) se realizan, obviamente, en un tiempo constante y por tanto
no afectan a la eficiencia de la funcién. Sin embargo, es de especial interés el paso por valor, ya que
implica una operacion de copia. Para evaluar el coste de la funcién se debe calcular el coste de esta
operacion. Por ejemplo, podriamos tener una funcién cuyo cuerpo es de orden constante pero que
en la llamada tiene que copiar un pardmetro que es del orden del tamafio del problema. Entonces, la
funcion, por la regla de la suma, seria de orden lineal.

Por otro lado, el analisis de funciones tiene una dificultad afiadida: la recursividad. Efectiva-
mente, el coste de la funcidn se puede calcular a partir del cédigo de ésta, sin embargo, en una
funcién recursiva necesitamos conocer su costo antes de calcularlo.

Para resolver este problema, debemos tener en cuenta que la llamada recursiva se realiza para
un problema de tamafio menor (n més pequefo), por lo que podemos escribir la funcién de costo
como una ecuacion en términos de ella misma. La solucién a esta ecuacion es la eficiencia que
buscamos. Por ejemplo, supongamos que queremos analizar la eficiencia de la siguiente funcién de
célculo del factorial:

1 int Factorial (int n)
i { if (n<=1)
4 return 1;
5 else
3 } return n x Factorial (n—1);

El problema esta en que no conocemos la eficiencia de la linea 6, ya que incluye una llamada
a la misma funcién que estamos analizando. Para resolverlo, asignamos una funcién 7 (n) —
desconocida— como tiempo de ejecucion de la funcién. De esta forma, podemos traducir el
problema a una ecuacién recurrente que resolvemos con algiin método matematico.

Para formular esta ecuacién tenemos en cuenta dos casos:

1. El valor de n es uno, y por lo tanto la ejecucién de la funcién es de orden constante. Por
ejemplo, supongamos que el tiempo de ejecucion es d.

2. El valor de n es mayor que uno. En este caso, el trozo de cddigo que se ejecuta corresponde a
un grupo de operaciones constantes mds la llamada recursiva. Si denotamos c al tiempo que
necesitan esas operaciones O(1), el tiempo total de ejecucién serd T'(n— 1) +c.

Por tanto, podemos escribir la siguiente ecuacion:

ro={ g 2

Para resolver esta ecuacion lo podemos hacer por expansiones sucesivas. Concretamente,
podemos escribir que:

T(n)=c+Tn-1) n>1
——
la]
De igual forma, podemos expandir [a]:

[al=c+T(n-2) n>2 (T(n)=2c+T(n-2) n>2)
———

o
= | ]
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De nuevo expandimos [b]:
bl=c+T(n—-3) n>3 (T(n)=3¢c+T[m—-3) n>3)
——
le]
[c] = ...

De esta forma, podemos extraer la forma general que corresponde a la expansion i-ésima:
T(n)=ic+T(n—i) n>i

Dado que esta ecuacién es vdlida para cualquier n > i, en particular para i = n — 1, tenemos:
Tn)=n—1)c+Tn—n—-1)=mn—-1)c+T(1)=mn—1)c+d

En conclusién, podemos decir que T'(n) es O(n).

Finalmente, indicar que este método de resolucién de ecuaciones recurrentes no es el mdas eficaz.
De hecho, para muchas ecuaciones recurrentes resulta imposible aplicarlo con éxito. En Pefia[31],
Brassard[6], etc. se pueden consultar distintos métodos de resolucion.

I Ejercicio 1.3 ;Cuadl es la eficiencia en espacio de la funcién anterior?

Andlisis de eficiencia en la prdctica

En las secciones anteriores hemos presentamos algunas reglas para el andlisis de distintos
fragmentos de cédigo. Téngase en cuenta que en la prictica, y para casos particulares, se pueden
hacer consideraciones adicionales teniendo en cuenta la semantica del algoritmo. Por ejemplo, en
el caso mas simple de la secuencia, hemos analizado la eficiencia de dos segmentos de cédigo
de manera independiente. Sin embargo, es posible que en la practica su comportamiento no sea
independiente porque la primera parte modifica alglin pardmetro que afecta al tiempo de ejecucién
de la segunda.

De esta forma, podemos decir que el analisis de la eficiencia de un algoritmo no es una simple
aplicacion de reglas, sino que requiere que el analista entienda el comportamiento del algoritmo,
incorporando este conocimiento para obtener un mejor resultado.

De hecho, en la préctica no se aplican de forma ciega las reglas descritas, sino que se estudia de
forma razonada los pasos que realizard el algoritmo, acumuldndolos en una funcién que describe el
orden de eficiencia global. Incluso, se simplifica atin mds, analizando la instruccién elemental que
se ejecutan mas veces en un segmento de céddigo (denominada instruccion critica o instruccion
barometro), por lo que un simple vistazo a un segmento de cédigo nos puede indicar la eficiencia
que buscamos.

Ejercicio 1.4 Considere el siguiente trozo de cddigo que escribe todos los nimeros que van
desde 1 hasta n!:

for (int i=1; i<Factorial(n); ++1i) {
cout << i << 7 /;

Si suponemos que escritura en la salida estandar es O(1), ;cudl es su tiempo de ejecucién?

1.4 Ejemplos

La mejor forma de entender los conceptos que se han expuesto en las secciones anteriores
es mostrar ejemplos y comprobar cémo, en la practica, es facil deducir la eficiencia sin muchas
discusiones tedricas o deducciones matemadticas. Veamos algunos ejemplos sencillos.
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1.4.1 Algoritmo de multiplicacion de matrices

Un elemento C; ; de una matriz C (de dimensiones n X m), resultado del producto de A (n x [)
por B (I x m), se puede calcular como:

k=l

Cij= Y AixB,
k=1

Esto nos permite escribir de una forma muy simple y directa un algoritmo de multiplicacién
de matrices con tres bucles anidados; dos para recorrer los elementos de C y uno para el cdlculo
de cada sumatoria. Si suponemos que las matrices son de dimensiones n x n, se puede escribir el
siguiente codigo:

for (i=0; i<n; ++1)

1
2 for (j=0; j<n; ++3j) {

3 Cli][jl= 0;

4 for (k=0; k<n; ++k)

5 ) Cli1[j] += A[i][k] * B[kI[Jjl;
6

Para analizar este cddigo estudiamos las sentencias mds internas y vamos afiadiendo lineas
hasta calcular la eficiencia total:

1. En primer lugar podemos considerar la linea 5, donde acumulamos un valor en la posicién

[1] [ 7] de la matriz resultado. Todas las operaciones, desde el acceso a cada posicién hasta
el producto y suma acumulada, son de orden constante.

2. Esta sentencia se encuentra en un bucle (linea 4) que itera n veces. La inicializacién, incre-
mento y condicién son de orden constante, asi que el bucle en conjunto tiene una eficiencia
O(n).

3. La asignacién de la linea 3 y el bucle de la linea 4 se ejecutan de forma consecutiva, y por
tanto, su eficiencia corresponde a la suma O(1) + O(n), es decir, de orden lineal.

4. Estas sentencias se encuentran dentro del bucle de la linea 2, que itera n veces. La inicia-
lizacién, incremento y condiciones son de orden constante. La eficiencia por tanto ser4 el
producto del nimero de iteraciones por el orden de las sentencias del cuerpo. Por tanto,
o(n?).

5. Finalmente, y de forma similar al caso anterior, tenemos un bucle (linea 1) que contiene
como cuerpo un cédigo de orden cuadratico. Este bucle se ejecuta n veces, y por tanto, el
algoritmo de multiplicacién tiene una eficiencia de O(n?).

Este mismo cédigo podriamos haberlo analizado considerando que la linea 5 (de orden constan-
te) es la que més veces se ejecuta. Esta estd dentro de tres bucles anidados que iteran n veces. Por
tanto, la linea se ejecuta del orden de 1> veces, o lo que es lo mismo, que el c6digo es de eficiencia
ctbica.

1.4.2 Algoritmo de busqueda binaria

Un algoritmo clésico sobre un vector ordenado es el de bisqueda binaria o dicotémica. Para
buscar un determinado elemento se divide el vector en dos partes y se consulta si el elemento estd en
la parte izquierda o derecha, dependiendo del orden con respecto al elemento central. El algoritmo
selecciona la parte del vector donde deberia estar el elemento y vuelve a repetir el proceso hasta
que el vector se hace de tamafio cero o se encuentra el elemento. Una funcién que lo implementa es
la siguiente:

int Busqueda (const int v[], int n, int x)

1
2
3 int izg= 0, der= n-1;
4 int centro;

= | |
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while (izg<=der) {
centro= (izg+der) / 2;
if (x<v[centro])

© 9 v

9 der= centro—1;

10 else if (x>v[centro]

11 izqg= centro+l;
12 else return centro;
13 }

14 return —1;

15 }

Para analizar este c6digo tenemos que tener en cuenta que la ejecucion puede dar lugar a
distintos tiempos. Por un lado, y como era de esperar, el algoritmo depende del tamafio n del
problema. Por otro, para un mismo tamafio podemos tener distintos resultados, ya que el nimero de
pasos que son necesarios para ejecutar la funcién depende del elemento x buscado. Por ejemplo,
si x se encuentra justo en el centro del vector, el bucle se ejecuta sélo una vez, ya que alcanza la
sentencia return de la linea 12. En este caso, s6lo se han necesitado unas pocas operaciones de
orden constante, y el tiempo del algoritmo seria O(1).

Sin embargo, este andlisis corresponderia al mejor caso. Por supuesto, nosotros estamos
especialmente interesados en el peor caso. Para ello, supondremos que el bucle while se ejecuta el
mdaximo nimero de iteraciones posible, es decir, que el algoritmo no llega a encontrar el elemento.

Las lineas internas del bucle (7-12) son O(1). Por tanto, la eficiencia del bucle viene determinada
por el nimero de iteraciones. El problema consiste en calcular este nimero. En principio, parece
que no es un problema trivial, pero es facil ver que en cada iteracién del bucle, el tamaiio del
subvector [izq, der] se reduce a la mitad. Si consideramos que cada iteracién implica una
reduccion del vector a la mitad, y suponemos que el tamaiio del vector inicial es una potencia de 2
(por ejemplo, 2™), la secuencia de iteraciones provoca unos tamanos de 2,21 2"=2 ... 1. Por
tanto, el nimero de iteraciones para que el tamafio se reduzca hasta que el bucle termine es del
orden de m, o lo que es lo mismo, log(n).

Finalmente, teniendo en cuenta que las sentencias externas al bucle son de orden constante,
podemos decir que la funcién es de orden logaritmico.

1.4.3 Algoritmo de ordenacion por seleccion

El siguiente cédigo implementa el algoritmo de ordenacién de un vector v, de tamafo n, por el
método de seleccion:
1 for (i=0; i<n—1; ++1) {
2 minimo= 1i;
3 for (j=i+1; j<n;++7)
4 if (v[jl<viminimol])
5 minimo= 3j;
6 tmp= v[minimo];
7 viminimol= v[i];
8 v[il= tmp;
9}

Para analizar su eficiencia, realizamos un andlisis similar a los ejemplos anteriores. Sin embargo,
en este ejemplo tenemos una dificultad afiadida, ya que el bucle interior (linea 3) no tiene un nimero
de iteraciones fijo.

La sentencia condicional de la linea 4 es de orden constante, y por tanto, la eficiencia del bucle
interior corresponde directamente al nimero de iteraciones que realiza. El problema es que el
nidmero de iteraciones es variable, ya que depende de i, es decir, de la variable contador del primer
bucle. Cuando i=0, el nimero de iteraciones es del orden de n, y cuando vale n—2 es de orden
constante.

Si queremos realizar un andlisis rapido, y puesto que deseamos obtener una cota superior en

peor caso, podemos suponer que el nimero de iteraciones del bucle es de orden n. Teniendo en
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cuenta que el resto de operaciones que componen el cuerpo del bucle principal (lineas 2-8) son de
orden constante, la eficiencia de ese trozo de c6digo es de orden lineal (O(1) + O(n)). Puesto que
el bucle de la linea 1 itera del orden de n veces, el algoritmo es de orden cuadritico (O(n) - O(n)).
En la figura 1.6 se muestra un esquema grafico de este andlisis.

Bucle for: [1]-[8] -
ucle for O(n.(n i) } ow’)

i<n /\

O(n-i)
bloque: [2]-[8] | O(1) + Om-i) + O(1) + O(1) + O(1)

e

Asignacion: [2] bucle for: [3]-[5] Asignacion: [6] Asignacion: [7] Asignacion: [8]
o(l) O(n—i) =" o(l) o(l) o(l)

Bloque: [4]-[5] (j(l) -

Sentencia If: [4]—[5] 02] )-

Asignacion: [5]

Figura 1.6
Esquema del andlisis del algoritmo de seleccidn.

Ahora bien, sabemos que esto es una cota superior, ya que hemos supuesto que el bucle interno
es O(n) en cualquier caso. Si estamos interesados en conocer la eficiencia exacta (@(n)), debemos
contar exactamente el nimero de operaciones que realmente se realiza. Para este andlisis, podemos
calcular el nimero de veces que se ejecuta la sentencia condicional de la linea 4:

1. El cuerpo del bucle interno, que contiene la sentencia condicional, se ejecuta n — (i+ 1)

veces.

2. El cuerpo del bucle externo, que contiene el bucle anterior, se ejecuta para todos los valores

de i desde el O hasta el n—2.

Por tanto, la linea 4 se ejecuta:

n—2 n—1 n(n—l)
Y (= (i+1) = Y (n—i) ="
i=0 i=1

Es decir, la eficiencia del trozo de c6digo es @(n?).

Observe que la expresion que hemos obtenido —en la que dividimos entre 2— es bastante
intuitiva. El bucle interior se ejecuta desde 1 vez hasta n — 1. Si lo hacemos para todos los valores,
en media se ejecuta aproximadamente n/2 veces. Note la forma de exposicién, donde ignoramos
valores exactos, constantes y hablamos de niimero aproximado de iteraciones. Realmente, en la
préctica nos interesa una eficiencia teérica, por lo que podemos realizar todas estas simplificaciones
si sabemos que no va a afectar a la funcién que finalmente obtenemos como orden de eficiencia.

= | |
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1.4.4 Mejor caso de ordenacion por insercion

Para analizar el mejor caso de este algoritmo, estudiamos la siguiente implementacién que
ordena un vector de n objetos de tipo double:

void OrdenarInsercion (double v[], int n)

double x;
int 7;

for (int i=1; i<n;++1){
x= v[i];
for (j=1i; 7>0 && x<v[j—11;—7)
9 vijl= v[j—-11;
10 vector|[jl= x;
1
12}

1

2
3
4
5
6
7
8

Si estudia las condiciones que deben darse para que el algoritmo haga el minimo de operaciones,
verd que la clave estd en que el bucle interior —en la linea 8— se pare inmediatamente porque la
condicién sea false. Eso ocurre, concretamente, cuando el vector a ordenar ya estd ordenado.

En el mejor caso, el bucle no entra, por lo que el bloque de lineas 7-10 no son mds que una
operacion elemental, pues son varias asignaciones simples y la comprobacién de la condicién del
bucle. Por consiguiente, la eficiencia la determina el nimero de iteraciones del bucle de la linea 6.
En concreto, la condicién del bucle se evalda n veces, por lo que la eficiencia es del orden de n.

Note que es una evaluacion en mejor caso. En este sentido, podria decirse que este algoritmo
es Q(n) para cualquier caso. También podriamos decir que es, exactamente, ®(n) para el caso
concreto de un vector ordenado. Normalmente, dado el uso habitual de la notacién O-mayiiscula,
se suele indicar simplemente que el algoritmo es O(n) en mejor caso.

Ejercicio 1.5 ;Cudl es la eficiencia en mejor caso del algoritmo de seleccién de la seccién
1.4.3?

1.4.5 Algoritmo de mezcla de dos vectores

El algoritmo de mezcla recibe dos vectores con los elementos ordenados de menor a mayor y
copia todos los elementos a un vector destino donde aparecerdn de forma ordenada. La clave de su
eficiencia estd en que aprovechamos que ya estdn ordenados para ir volcdndolos al resultado. La
implementacion, usando aritmética de punteros, puede ser la siguiente:

void MezclarOrdenados (const double vi[], int nl,
const double v2[], int n2.

1
2

3 double mezclall])

4 |

5 const doublex finl= vl+nl; // Siguiente al ultimo de vl

6 const doublex fin2= v2+n2; // Siguiente al ultimo de v2

4

8 while (vi!=finl && v2!=fin2) { // Mientras haya en los dos
9 if (xvi<xv2)

10 xmezclat+ = xvi+t+;

1 else xmezcla+t+ = *v2++;

12 }

13

14 while (vl1!=finl) // Restantes de vl

15 xmezclat+ = xvi++;

16

17 while (v2!=fin2) // Restantes de v2

18 kmezclat+ = xv2++;

19 }

Observe que basicamente consiste en mantener dos apuntadores —v 1y v2— que controlan los
dos elementos candidatos a ser volcados y otro apuntador —me zc1a— que controla la posicién
donde se volcara. En cada iteracion, el menor se vuelca y se adelanta. Tenga en cuenta que estos
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punteros pasan por valor, por lo que pueden modificarse dentro de la funcién sin ningtin efecto en
el codigo que llama.

Todas las operaciones que aparecen en el codigo son elementales; la eficiencia dependera del
ndmero de iteraciones de los bucles. Se puede hacer un anélisis mds detallado, hablando de O(1) en
las lineas 5-6, un bloque O(n| +ny — p) en el primer bucle, mds los dos tltimos bucles que tendrian
O(1) y O(p). La suma de todo seria un algoritmo O(n), donde n = n| +ny.

Una alternativa mas simple es confirmar que todas las operaciones son elementales y que cada
vez que itera un bucle, el puntero me z c 1a avanza una posicion, es decir, incluye un nuevo elemento
en el resultado. Logicamente, el ndimero total de avances nl + n2 es el que determina la eficiencia
final.

Ejercicio 1.6 Considere el algoritmo de mezcla mediante el vuelco de los dos vectores en el
vector destino y la llamada a ordenar con el algoritmo se seleccién implementado en la seccién
1.4.3. {Qué eficiencia tendria?

1.4.6 Algoritmo de ordenaciéon por mezcla

El algoritmo de ordenacién por mezcla se basa en la idea de que para ordenar un vector podemos
ordenar la primera mitad, ordenar la segunda mitad y luego mezclarlas. Esta mezcla aprovecha un
algoritmo eficiente como el presentado en la seccién 1.4.5.

Se puede implementar facilmente mediante una funcién recursiva, ya que las dos mitadas se
ordenan exactamente con el mismo algoritmo, es decir, corresponde al mismo problema pero con
un tamafio menor.

Para disenarla, podemos proponer una cabecera de funcidn a la que se pasa el vector a ordenar
y el nimero de elementos que contiene:

void OrdenMezcla (double v[], int n);

Esta cabecera nos permite llamar recursivamente a cada mitad, ya que la primera corresponderia
al vector v con n/2 elementos y la segunda es el vector v+n/2 con n—n/2 elementos. Sin
embargo, es necesario mezclar el resultado de ordenarlas; esta mezcla no se puede hacer en el
mismo vector v, por lo que necesitamos un vector auxiliar tmp que nos permita ir afiadiendo
los elementos conforme mezclamos. Una forma de incorporarlo es pasarlo a la funcién como un
pardmetro de forma que el c6digo de llamada es el encargado de ofrecer esa zona para resultados
intermedios.

El cédigo que proponemos para resolverlo aprovecha la aritmética de punteros; es el siguiente:

void OrdenMezcla (double v[], int n, double tmpl[])

1
2

3 if (n>1) {

4 int nl= n/2;

5 int n2= n—n/2;

6 double *vi= v;

7 double xv2= v+nl;

8

9 OrdenMezcla (v1, nl, tmp);

10 OrdenMezcla (v2, n2, tmp);

1

12 MezclarOrdenados (v1, nl, v2, n2, tmp);
13

14 double *xfin= v+n;

15 while (v!=fin)

16 *V++= xtmp++;

17 }
18}

Observe que en la linea 12 hacemos una llamada a la funcién MezclarOrdenados que
hemos analizado en la seccién 1.4.5 y que sabemos que tiene eficiencia O(n). Se podria hacer

= | |




1.4 Ejemplos 23

alguna modificacién para simplificar lineas o incluso usar la funcién memecpy de cstring para
resolver la dltima copia, pero no entraremos en detalles®.

El andlisis de eficiencia incluye llamadas recursivas. Para calcularla podemos crear una ecuacién
recurrente y resolverla matematicamente. Para ello, tenga en cuenta que:
Las lineas 4-7 son operaciones elementales.
Las lineas 14-16 son O(n).
Lalinea 12 es O(n).
Las lineas 9 y 10 son dos llamadas al mismo algoritmo pero con la mitad de elementos. Es
posible que una llamada tenga un elemento mds, pero podemos suponer que n es una potencia
de dos y que tienen el mismo coste.
La ecuacion recurrente con estas consideraciones se podria escribir como sigue:

2-Tn/2)4+c-n+d n>1
ro-{ T

donde hemos incluido constantes indicando para acotar los bloque de orden lineal y constante.
Esta ecuacién recurrente se tiene que resolver con algtiin método matematico. No es objetivo de
este tema estudiar técnicas para resolverla. Hay métodos relativamente sencillos y muy eficaces. Si
desea una demostracion que es facil de entender, puede cambiar de variable y realizar expansiones
sucesivas:
Para resolver esta ecuacion, lo podemos hacer por expansiones sucesivas. Concretamente,
podemos escribir que:

T(2™) =2-T(2" YY4c-2"+d
——
[a]
De igual forma, podemos expandir [a]:

[a) =2-T(2" ) 4c-2" 1 +d
——
(5]
De nuevo expandimos [b]:

[b] =2-T(2"3)4c-2"2+d
N—_——
[

[c] = ...
Si unimos las expresiones y analizamos la forma general, podemos determinar que la expansion
i-ésima es la siguiente:

T(2™)=2"-T(2" ) +c-i-2"+d(2"—1)

Si suponemos que hemos realizado m expansiones sucesivas, la ecuacion tras estas expansiones
corresponde a sustituir m en el lugar de i, es decir:

T(2")=2"-T(0)+c-m-2"+d-(2"—1)
Y si tenemos en cuenta que n = 2", que m = log, m y que T'(0) = k, la expresién queda:

T(n)=c-n-logyn+(d+k)-n—d

8Para mis detalles sobre este algoritmo se puede consultar, por ejemplo, Brassard[6] y Sedgewick[38].
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Observe que las constantes no afectan al resultado, por lo que se pueden eliminar. Realmente,
podriamos haber analizado la recurrencia sin estas constantes, es decir, la siguiente ecuacion:

T(n)=2-T(n/2)+n

que nos lleva al mismo resultado (puede intentarlo para comprobar que es mas simple de expandir).
En la prictica, se pueden realizar muchas simplificaciones si sabemos que al final vamos a llegar al
mismo resultado. Recuerde que la eficiencia tedrica no se ve afectada por las constantes.

Como puede ver en la expresion obtenida, el resultado final que estdbamos buscando es
O(n-log,n). Piense un momento en la diferencia tan notable entre este algoritmo y uno bdsico
como el de seleccién que tiene una eficiencia O(n?). Si damos un valor concreto al perfil de
crecimiento —por ejemplo n = 10°— es fécil intuir que el algoritmo cuadrético es mucho més
lento que el de mezcla.

1.5 Problemas

Problema 1.1 Pruebe que las siguientes sentencias son verdad:
e 29es O(1)
@ es O(n?) y Q(n?) (es decir, ®(n?))
max(n’,c-n*) es O(n) (c € RY)
logon es ©(logsn)
f(n) € 0(g(n)) y g(n) € O(h(n)) = f(n) € O(h(n))
Problema 1.2 Ordene de menor a mayor los siguientes érdenes de eficiencia:

o n,\/n,n+1,n% nlogz(nz), nlogzlogz(nz), 3log2(n) 31 21 20000, 1+ 100, n2"
Problema 1.3 Supongamos que 7 (n) € O(f(n)) y To(n) € O(f(n)). Razone la verdad o falsedad
de las siguientes afirmaciones:

e Ti(n)+Ta(n) € O(f(n))

® Ti(n) € O(f*(n))

e Ti(n)/Tr(n) € O(1)

Problema 1.4 Demuestre la siguiente jerarquia de érdenes de complejidad:

0(1)  O(log(n)) € O(n) C O(n?) € O(2") C O(n!)

Problema 1.5 Obtenga, usando la notacién O-mayutscula, la eficiencia en peor caso de la funcién
Insercion, que ordena un vector usando el método de insercion.

void Intercambiar (ints& a, inté& b)
{

int aux= a;

a= b;

b= aux;

}

void Insercion(const int v[], int n)
{
for (int i=1; i<n;++1)
if (v[i]<v[0])
Intercambiar (v[0],v[i]);

for (int i=2; i<n;++1) {
int j= i;
int aux= v[i];
while (aux<v[j—1]) {
vijl= v[j-11;
J—i
}

= | |
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v[jl= aux;
}
}

Problema 1.6 Considere la funcién Tnsercion que se lista en el problema 1.5. El primer bucle
permite situar el elemento mas pequefio:

e ;Para qué se ha afiadido este primer paso?

Esta funcién de ordenacién no corresponde a un algoritmo de ordenacién estable. Como sabe, el
algoritmo de insercién incluye su condicién de estable como una caracteristica positiva. Modifique
la implementacién anterior para que lo sea. Para esta nueva versién que ha obtenido, responda a:

e ;Es mas rapida?

e ;Es mids eficiente?

Problema 1.7 Obtenga, usando la notacién O-mayuscula, la eficiencia de la funcién Burbu ja,
que ordena un vector usando el método de la burbuja.
void Burbuja (const int v[], int n)
{
for (int i=0; i<n—1;++1)
for (int j=n-1; j>i; —3)
if (v[F-11>v[j]) |
int aux= v[j-11;
v[j=1l= v[jl;

vijl= aux;

}



