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PROLOGO

Si el fin de la Geometria Descriptiva es representar, de forma cientifica, en un plano objetos de tres
dimensiones, el de cada uno de los Sistemas de Representacidn es que, esa traslacion, se haga segun
el procedimiento mas adecuado al objeto concreto. No es lo mismo representar una pieza industrial,
una obra de fabrica, o el trazado de una autopista. En el primer caso la representacion légica seria en
Axonométrico, en el segundo el Diédrico, mientras que para una superficie topografica seria el Aco-
tado.

Los distintos Sistemas de Representacién se basan en el procedimiento geométrico de proyectar los
cuerpos situados en el espacio, desde un punto propio (proyeccién cénica) o impropio (proyeccion
cilindrica) y seccionar la radiaciéon formada por uno o dos planos de proyeccién. Estas operaciones
geométricas constituyen el fundamento de la Geometria Proyectiva.

Se desarrollan en el presente libro aquellas nociones de proyectividad que se consideran esenciales
para la representacion y resolucién de problemas relativos a cuddricas y superficies de orden supe-
rior. Puede parecer, en un principio, que el contenido presenta un determinado grado de dificultad
de comprensién por una aparente dosis de abstraccion, pero la realidad es muy diferente ya que
aporta unos conocimientos geométricos muy utiles y de gran aplicacion en la arquitectura e ingenie-
ria civil.

El disefio de formas estructurales exige un profundo conocimiento geométrico, métrico y de gene-
racion de las superficies que intervienen en su formacidn, con independencia del comportamiento
estructural de los materiales que hacen posible su construccidn. Los exhaustivos conocimientos
geométricos de un grupo de arquitectos e ingenieros espaiioles del siglo pasado, Antonio Gaudi,
Félix Candela y Eduardo Torroja, entre otros, y mas recientemente Santiago Calatrava, se ponen de
manifiesto de manera patente al estudiar todas y cada una de sus realizaciones. Tienen protagonis-
mo especial las cubiertas laminares de espesor reducido, que envuelven grandes espacios y se sos-
tienen a si mismas. Cubiertas que pueden simples al estar formadas por una sola superficie, conos,
cilindros, hiperboloides, paraboloides, etc., o compuestas al participar varias.

De su estudio mas o menos pormenorizado, o simplemente al contemplarlas, se deduce la necesidad
que los estudiantes que han optado por las carreras de arquitectura e ingenieria conozcan las carac-
teristicas y generacion de estas superficies para poder concebirlas, dibujarlas, proyectarlas y cons-
truirlas.

Se pretende en la publicacién dotar al alumno de una base geométrica acorde con su futura profe-
sién, desarrollando previamente las cuestiones tedricas, teoremas y propiedades, de forma sencilla,
rigurosa y desde un punto de vista técnico, con la finalidad de adquirir los conocimientos precisos de
esas formas que han de utilizar y teniendo la posibilidad de elegir el método o la aplicacién que mas
interesa en la practica.
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1.1. Propiedades geométricas

Las propiedades geométricas se pueden clasificar en dos grandes grupos: propiedades métricas,
como la distancia entre dos puntos, el dngulo que forman dos rectas, etc; y propiedades graficas,
como la pertenencia de un punto a una recta, que dos puntos estén alineados, que dos rectas se
corten en un punto, etc.

La diferencia entre los dos tipos de propiedades geométricas queda clara si tenemos en cuenta que
cuando proyectamos una figura, el resultado no tiene porqué ser del mismo tamafio (no se conser-
van las distancias) ni de la misma forma (no se conservan los dngulos).

Las propiedades métricas son estudiadas por la Geometria Métrica, y como se ha visto anteriormen-
te en general no se conservan en proyeccion.

La Geometria Proyectiva estudia las llamadas propiedades graficas o proyectivas de las figuras geo-
métricas. Las propiedades proyectivas que se conservan en proyeccion se denominan invariantes
proyectivos (por ejemplo, tangencia, incidencia, etc).

La Geometria Proyectiva nacié como consecuencia del interés de los pintores del Renacimiento por
plasmar en lienzos planos los objetos y las figuras tridimensionales tal como son, recreando la sensa-
cién de profundidad y la posicidn relativa de los objetos, a diferencia de sus antecesores de la Edad
Media, mas ligados al pensamiento religioso y poco preocupados por la imitacion de la realidad. No
en vano, en relacion a la pintura medieval se conoce como perspectiva teoldgica aquella en la que el
tamafio de las figuras deriva de su importancia.

Algunos de los conceptos fundamentales de la Geometria Proyectiva fueron ya formulados por los
gedmetras griegos, en particular los referentes a las secciones cénicas. De hecho conocian perfecta-
mente las deformaciones que se producen al observar un objeto desde determinados puntos de vis-
ta.

En el Renacimiento se investiga la vision que un observador tiene de una figura cuando la mira en
distintas pantallas colocadas entre ambos. Asi nacen la perspectiva y el estudio de las proyecciones
y las secciones. Son significativos los interrogantes que plantea Leone Battista Alberti en 1435: éQué
relacién hay entre dos secciones de la misma figura?, écudles son las propiedades comunes a dos
secciones cualesquiera?
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llustracién 1.1: “Hombre
dibujando un laud”.
Alberto Durero, 1525

El grabado simboliza una
“mdquina  de dibujar”
ideada por Durero, que
permite representar la
perspectiva conica de un
objeto mediante un hilo
tensado que pasa por una
polea fijada a la pared,
con un plomo en este
extremo y un puntero en
el otro mediante el que se
sefalan los puntos del
objeto, que se van dibu-
jando en un papel sujeta-
do por un portillo

llustracioén 1.2: Composi-
cién proyectiva de “La
Ultima Cena” (Leonardo
Da Vinci, 1495-1497)
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La relacién de la Geometria Proyectiva con la Ingenieria Civil es por tanto indudable ya que sienta las
bases de todos los Sistemas de Representacion, en particular de las proyecciones centrales tan em-
pleadas en la actualidad, destacando sus aplicaciones en la infografia y en la realizacién de estudios
de visibilidad en carreteras.

| Trabape Bdodn yer Movimentos ventans Tagumetria Ayude

D&+8 & [Acm BT [[FERYES |

Perspectivi 30

llustracion 1.3: Captura
|| de ventana de la aplica-
' | cién cLIP para disefio de
obras lineales. Este pro-
grama hace uso de la
proyeccion conica para
realizar estudios de visibi-
lidad, fundamentales en el
proyecto de carreteras y
autovias.
Comron D3l ped s S2am e a5z (CoOrtesia de TOOL, S.A.)

EWMT=69% 0= | I 0+627,761 (Cota| 960,990 i/ 2000 Evall] 500

1.2. Formas geométricas

Los elementos fundamentales de la Geometria son el punto, la recta y el plano. Se dice que son sus
elementos fundamentales puesto que son facilmente imaginables y materializables, aunque no se
pueden definir sin recurrir a su propio concepto, y en ellos se basan todos los conceptos, definicio-
nes, propiedades y teoremas de la Geometria.

Se llama figura geométrica a cualquier conjunto particular de puntos, rectas y/o planos. Son figuras
geométricas un segmento, un poligono (formado por vértices y lados), un prisma (formado por vérti-
ces, aristas y caras), etc.

Formas geométricas son los conjuntos continuos de infinitos elementos (puntos, rectas, planos) en
los que puede suponerse contenida cualquier figura. El concepto de forma es por tanto mucho mas
amplio que el de figura.

Las formas geométricas se clasifican en tres grupos:

1. Formas de primera categoria (Figura 1.1): constituidas por elementos de una sola especie (pun-
tos, rectas o planos). Son formas de primera categoria:

a) La serie rectilinea o conjunto de los infinitos puntos A, B, C... de una recta r (base de la serie).
Son figuras de esta forma el segmento o cualquier conjunto de puntos de r.

b) El haz de rectas, haz de rayos o radiacién plana, que es el conjunto de las infinitas rectas a, b,
c... de un plano (base del haz) que pasan por un punto V (vértice o centro). Son figuras de esta
forma el dngulo y el haz de rayos o semirrayos en numero finito.
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c) El haz de planos o conjunto de los infinitos planos &, £, .. que pasan por una recta d (arista
del haz). Son figuras de esta forma el dngulo diedro y el haz de planos aislados o en ndmero fi-

nito.
A B C D E
e O
-
a) Serie rectilinea b) Haz de rectas c) Haz de planos

Figura 1.1: Formas de primera categoria

2. Formas de segunda categoria (Figura 1.2): constituidas por elementos de dos especies (puntos y
rectas o rectas y planos). Son formas de segunda categoria:

a) La forma plana o conjunto de todos los puntos y rectas de un plano 7. Son figuras de esta for-
ma la serie rectilinea, el haz de rectas y todas las figuras planas (lineas planas, poligonos, etc).

b) La radiacién o conjunto de las infinitas rectas y planos que pasan por un punto V (vértice de la
radiacion).

a) Forma plana b) Radiacién

Figura 1.2: Formas de segunda categoria

3. Forma de tercera categoria: es el conjunto de los infinitos puntos, rectas y planos del espacio. A
esta forma pertenecen los poliedros, las superficies curvas y regladas y, en general, todas las figu-
ras geométricas, incluyendo las de primera y segunda categoria.
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1.3. Transformaciones geométricas

1.3.1. Definicion

Transformacion geométrica es una operacién biunivoca que a cada elemento de una forma F le hace
corresponder un elemento de otra forma F', de manera que una figura f de F se transforma en una
nueva figura f' de F'. Los elementos que se corresponden en la transformacién se denominan homé-
logos.

Los elementos que se corresponden pueden no ser de la misma naturaleza. Existen transformaciones
geométricas en que un punto se transforma en una recta o en un plano, una recta en un punto, etc.

1.3.2. Elementos dobles. Transformacion idéntica

El elemento que coincide con su homoélogo se denomina elemento doble. Por ejemplo, en la simetria
central es doble el centro de simetria y cualquier recta que pase por él; en la simetria axial, el eje de
simetria y cualquier recta perpendicular a éste; en la homotecia, el centro de homotecia; etc.

Si una transformacion geométrica es tal que todos los elementos son dobles, esta transformacion es
una identidad. Por ejemplo, el giro de 3609, la traslacién de longitud nula, etc.

1.3.3. Producto de transformaciones. Transformacion involutiva

Sea la transformacién geométrica T; que convierte la figura f en f', y la transformacién T, que con-
vierte f' en f"'. Se denomina producto de las transformaciones T; y T, a la transformacion T=T; x T,
que convierte la figura fen f' (Figura 1.3).

Se denomina transformacién involutiva o involutoria a la transformacién T* que convierte la figura f
en f', y aplicada de nuevo a f' la convierte en una figura f' idéntica a f. Un ejemplo de transformacion
involutiva es la simetria axial (Figura 1.4).

El simétrico de un punto M es M', y el de otro punto N coincidente con M' es N' que a su vez sera
coincidente con M, luego en la involucidn los elementos homdélogos se corresponden doblemente.

T*
<
AzA" Al
f
c=c" c'
B=B" : B'
M=N' 2 M'=N
" e

Figura 1.3: Producto de transformaciones Figura 1.4: Transformacion involutiva
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1.3.4. Clasificacion de las transformaciones

En funcién de la relacién en cuanto a forma y tamafio de una figura y su transformada, las transfor-
maciones geométricas se clasifican en:

a) Transformaciones isométricas: son aquellas en las que los elementos homdélogos conservan las
dimensiones y los angulos. Estas transformaciones, también denominadas movimientos, son la
simetria, la rotacidn y la traslacién.

b) Transformaciones isomorficas: son aquellas en las que los elementos homdlogos conserva la
forma y los angulos, pero no las dimensiones. Existe proporcionalidad entre las dimensiones de
las figuras primitiva y transformada. Un ejemplo de estas transformaciones es la homotecia.

c) Transformaciones anamédrficas: son aquellas en las que los elementos homadlogos no tienen la
misma forma. Ejemplos de estas transformaciones son la inversidn, la homologia, etc.

1.3.5. Congruencia e igualdad

Dos formas planas, supuestas indeformables, son congruentes si al superponerse mediante un mo-
vimiento en su mismo plano coinciden. Asi, dos figuras congruentes son iguales, pero dos figuras
iguales pueden no ser congruentes: por ejemplo, los tridangulos fy f de la figura 1.4 son iguales pues-
to que sus angulos coinciden y sus lados son de igual longitud, pero no son congruentes puesto que
no existe ningln movimiento en su plano que permita superponer f sobre f.

Una transformacion en la que las figuras homoélogas sean congruentes, o iguales, es isométrica.
1.4. Elementos impropios

1.4.1. Punto impropio

Sean dos rectas r y s coplanarias y secantes, / su punto de interseccién, y dos puntos A y B pertene-
cientes a ry s respectivamente. Si giramos las rectas r y s alrededor de los puntos A y B de forma que
el dngulo o que forman se va haciendo mas pequefio, el punto / de interseccién se aleja progresiva-
mente. En la posicién limite en que el dngulo de las rectas ry s es cero, es decir, cuando dichas rectas
son paralelas, el punto / de interseccidn se ubica en el infinito. Se dice entonces que dicho punto es
un punto impropio o punto del infinito, y se simboliza como /.. (Figura 1.5).

AN/ AN X leo
I1 I2
o a2
B/ '\ B~ B .
s

Figura 1.5: Concepto de punto impropio o del infinito

Por tanto dos rectas coplanarias siempre se cortan, ya sea en un punto propio (rectas secantes) o
impropio (rectas paralelas).
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Consideremos ahora una recta r, un punto / de la misma y dos puntos A y B exteriores a r. Definimos
las rectas s= Al y t= BI. Si vamos alejando el punto / hacia, por ejemplo, la derecha respecto a su po-
sicién inicial, los angulos que forman las rectas r, s y t van haciéndose progresivamente mas peque-
fios. En el limite, cuando el punto / se sitda en el infinito (/), resulta que las rectas r, s y t son de nue-
vo paralelas. Por tanto, todas las rectas paralelas entre si comparten su punto impropio (Figura 1.6).

Figura 1.6: Concepto de punto impropio o del infinito

Puesto que todas las rectas paralelas entre si tienen la misma direccion, se puede entonces definir el
punto impropio como la direccién de una recta. Por tanto, la recta determinada por un punto Ay un
punto impropio /. es la paralela r a la direccidn .. trazada por A (Figura 1.7).

1.4.2. Recta impropia

El hecho de que el punto del infinito de una recta (propia) represente su direccién implica que aqué-
lla sélo tiene un punto impropio. En consecuencia dos puntos impropios definen una recta impro-

pia.

Sean dos rectas r y s pertenecientes a un plano 7, A su punto de interseccién y /.. y J.. sus respectivos
puntos del infinito. La recta r..= I.. J.. determinada por dichos puntos del infinito serd por tanto im-
propia. A la recta r.. se le denomina recta impropia del plano 7, y cualquier otra recta de este plano
tiene su punto impropio en r.. (Figura 1.8).

Se considera ahora un punto B no perteneciente al plano zy las rectas t y u, paralelas respectiva-
mente a ry s, que pasan por B determinando asi el plano A4 = [t,u] paralelo a 7. Puesto que son para-
lelas, r y t tienen el mismo punto impropio /.., al igual que s y u comparten a J.., por lo que los planos
paralelos 7 y A comparten su recta impropia r-. (Figura 1.9).

Ias
/
los
1
A
r T A
Figura 1.7: Recta definida Figura 1.8: Concepto de recta Figura 1.9: Planos paralelos
por un punto propio Ay impropia de un plano comparten recta impropia

otro impropio l..
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Como lo anterior se seguira cumpliendo para cualquier plano paralelo a 7, se deduce que todos los
planos paralelos entre si comparten su recta impropia, y por tanto se puede definir la recta impro-

pia como la orientacién de un plano.

Puesto que dos planos paralelos tienen en comun su recta impropia, ésta sera su recta interseccion,
por lo que dos planos no coincidentes siempre se cortan, ya sea en una recta propia (planos secan-
tes) o impropia (planos paralelos).

Se sabe que un plano puede ser determinado por una terna de puntos. Dicha terna puede estar for-
mada por tres puntos propios, por dos puntos propios y uno impropio o por un punto propio y dos
impropios (Figura 1.10).

a) Plano determinado por b) Plano determinado c) Plano determinado
tres puntos propios por dos puntos propios por un punto propio y
y uno impropio dos impropios
B D
L] ﬁ'

E
.

Figura 1.10: Plano determinado por tres puntos
1.4.3. Plano impropio

Sean dos planos no paralelos ary £ y su recta interseccidn i. Las rectas impropias de @y [, re Yy Se
respectivamente, se cortaran en un punto impropio /.. que es el punto del infinito de la recta i. Las
rectas r.. y s.. determinan el plano impropio, que es el conjunto de todos los puntos impropios y
rectas impropias del espacio.

Obsérvese que los elementos impropios de recta, plano y espacio (de una, dos y tres dimensiones,
respectivamente), son punto, recta y plano (cero, una y dos dimensiones).

1.5. Formas impropias

Las formas geométricas estudiadas en el apartado 1.2 se basan en puntos, rectas y planos propios.
Haciendo intervenir los elementos impropios descritos en el apartado anterior se obtienen las for-
mas impropias, que se clasifican en dos grupos:

1. Formas impropias de primera categoria (Figura 1.11):

a) La serie rectilinea impropia o recta impropia de un plano, formada por los puntos impropios
de las rectas de un plano. Se trata de una serie rectilinea cuya base es impropia.



FUNDAMENTOS PROYECTIVOS DE LA INGENIERIA GRAFICA 23

b) El haz impropio de rectas o haz de rectas de vértice impropio, que es el conjunto de las infini-
tas rectas coplanarias y paralelas entre si.

c) El haz impropio de planos o haz de planos de arista impropia o conjunto de los infinitos pla-
nos paralelos entre si.

a) Serie rectilinea impropia b) Haz impropio de rectas c) Haz impropio de planos

Figura 1.11: Formas impropias de primera categoria

s

2. Formas impropias de segunda categoria

a) La forma plana impropia o plano impropio, formado por los infinitos puntos y rectas impro-
pios del espacio.

b) La radiacion impropia o de vértice impropio, o conjunto de las infinitas rectas y planos que
pasan por un punto Vimpropio, por lo que son paralelos entre si.

1.6. Incidencia. Principio de dualidad

El principio de dualidad afirma que las proposiciones que se establecen en Geometria Proyectiva,
por ejemplo en el plano, siguen teniendo significado y los teoremas siguen siendo validos intercam-
biando el punto por la recta.

De esta manera, las proposiciones: “dos puntos determinan una recta que contiene a los dos pun-
tos"; y “dos rectas determinan un punto que pertenece a las dos rectas", son duales o reciprocas.

Por otro lado, el verbo incidir es equivalente a pertenecer y a contener. Asi, la expresidon “punto per-
teneciente a una recta" es equivalente a “punto incidente con una recta", y “recta que contiene a un
punto' a “recta incidente con un punto".

Asi las proposiciones anteriores pueden resumirse en la siguiente: “dos puntos (rectas) determinan
una recta (punto) incidente con ellos".

Dos formas de primera categoria admiten una definicién dual comun:

a) Una serie rectilinea (haz de rectas) es el conjunto de los infinitos puntos (rectas) incidentes con
una recta (punto) denominada base de la serie (vértice del haz).

b) Una serie rectilinea (haz de planos) es el conjunto de los infinitos puntos (planos) incidentes con
una recta denominada base de la serie (arista del haz).
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c) Un haz de rectas (planos) es el conjunto de las infinitas rectas (planos) incidentes con un punto
(recta) denominado vértice (arista) del haz.

Las formas de segunda categoria también son duales: una forma plana (radiacién) es el conjunto de
los infinitos puntos (rectas) y rectas (planos) incidentes con un plano (punto) denominado plano base
(vértice de la radiacion).

1.7. Ordenacion y separacion de elementos

Como una recta r tiene un Unico punto impropio /., puede ser imaginada como una circunferencia de
radio infinito y de extremos unidos en /... Por tanto la recta puede ser recorrida en toda su longitud,
partiendo de un punto propio A cualquiera, pasando por /.y volviendo nuevamente a A. Ello se co-
noce como disposicion natural o circular de los puntos en la recta proyectiva.

Dos puntos propios A y B fijos pertenecientes a una recta r determinan en ella dos segmentos com-

plementarios, uno finito AB y otro infinito por contener a ...

Sean los puntos de r C, situado en el segmento finito AB, y D, situado fuera de él. Se dice que los
puntos Cy D separan a A y B si aquéllos estan en segmentos complementarios determinados por
éstos, y a la inversa. Si Cy D quedan ambos en el segmento finito, o en el segmento infinito, entonces
no se separan.

Igual consideracién puede hacerse con las rectas de un haz de rectas y con los planos de un haz de
planos.

1.8. Operaciones proyectivas

La representacion gréafica de los objetos, y
por tanto la Geometria Descriptiva, se basa
en dos operaciones basicas, que son proyec-

tar y cortar. Proyectar consiste en trazar las
visuales (rayos proyectantes) de los puntos

que definen los objetos desde el punto de
vista, y cortar es seccionar dichas visuales
con el plano de proyeccion o plano del cua-
dro (Figura 1.12).

El punto de vista V puede ser propio o im-

propio. En el primer caso la proyeccion se Figura 1.12: Representacion de un cubo desde el
denomina central y en el segundo cilindrica. punto de vista V sobre el plano de proyeccion 7

Son centrales las proyecciones gnomanica, central propiamente dicha y cénica.

Se llama proyeccidn cilindrica ortogonal a aquella cuyo punto de vista es impropio y en la que los
rayos visuales son perpendiculares al plano de proyeccion. En caso contrario se trata de una proyec-
cion cilindrica oblicua. Son proyecciones cilindricas ortogonales el sistema diédrico, el de planos aco-
tados, la perspectiva isométrica, etc, y proyecciones cilindricas oblicuas las perspectivas caballera y
militar.
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Proyectar y cortar son también las operaciones fundamentales de la Geometria Proyectiva. Si bien en
Descriptiva siempre se proyecta desde un punto sobre un plano, en Proyectiva se considera también
la proyeccién desde una recta y la seccidn por (proyeccién sobre) una recta.

A continuacién se detalla en qué consiste proyectar desde puntos y rectas y cortar por rectas y pla-
nos.

Proyeccién desde un punto (Figura 1.13)
- Proyectar un punto A desde un punto V es trazar la recta a = VA, denominada recta proyectante.

- Proyectar una recta r desde un punto V es trazar el plano = [V,r], denominado plano proyectan-
te.

- Por tanto, proyectar una figura formada por puntos y rectas desde V es trazar las rectas y planos
proyectantes de aquéllos. La radiacion asi formada es la proyeccion o perspectiva de la figuray V

el centro de proyeccion.
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a) Proyeccion desde un punto propio b) Proyeccion desde un punto impropio

Figura 1.13: Proyeccion desde un punto

Proyeccion desde una recta (Figura 1.14)

- Proyectar un punto A desde una recta r es trazar el plano
a=[r,A] que determinan.

- Proyectar una recta b desde otra r, coplanaria con ella, es
trazar el plano = [r,a] que determinan.

Seccion por un plano (jError! No se encuentra el origen de la
referencia.)

- Cortar una recta a por un plano z es determinar la inter-

seccién o traza A de a con 7. . B
Figura 1.14: Proyeccion desde una recta

- Cortar un plano S por otro zes determinar la interseccion
otraza b de fcon .
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- Por tanto, cortar una figura formada por planos y rectas por un plano 7z es determinar las trazas
de dichos planos y rectas con . La figura plana formada por dichas trazas se llama seccion y «
plano secante o seccion.

a\

Figura 1.15: Seccidn por un plano

Seccidn por una recta (Figura 1.16)

- Cortar un plano a por una recta r es determinar la inter-

seccion o traza Ade axcon r.

- Cortar una recta b por otra r, coplanaria con ella, es de-
terminar el punto B interseccion de ambas.

Como conclusién de todo lo anterior, proyectar una figura

desde un punto o una recta sobre una recta o un plano

b

supone cortar por éstos la proyeccién de dicha figura desde . »
) Figura 1.16: Seccion por una recta
aquéllos.

1.9. Perspectividad

Se denomina perspectividad a la correspondencia que existe entre dos secciones o dos proyecciones
de una forma de primera categoria, o entre una forma y su seccién o su proyeccién. Las formas que
asi se corresponden se denominan formas perspectivas.

Segun esta definicién son perspectivas (Figura 1.17):

a) Las series rectilineas r (A, B, C...) y r' (A, B, C'...) por ser dos secciones del haz de rectas V (a, b,
c...). El vértice V del haz de rectas es el centro perspectivo de las series.

b) Los haces de rectas V (a, b, c...)y V' (a’, b’, c'...) por ser dos secciones del haz de planos r (¢, £, ¥..).
La arista r del haz de planos es el eje perspectivo de los haces.

c) Los haces de rectas V (a, b, c...) y V' (a’, b’, c ...) por ser dos secciones de la serie rectilinea r (A, B,
C...). La base r de la serie rectilinea es el eje perspectivo de los haces.
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d) Los haces de planos r (&, B, %..)y r' (', B', ¥'...) por ser dos proyecciones del haz de rectas V (a,
b, c...) de plano 7 desde las rectas r y r', concurrentes en V. El plano 7 del haz de rectas es el pla-
no central perspectivo de los haces de planos.

e) El haz de rectas V (a, b, c...) y la serie rectilinea r (A, B, C...) por ser forma (haz de rectas) y seccion
(serie rectilinea obtenida al cortar el haz con la recta r), o forma (serie rectilinea) y proyeccién
(haz de rectas obtenido al proyectar la serie desde V).

f) El hazde planosr (¢, B, y..) y |a serie rectilinea s (A, B, C...) por ser forma (haz de planos) y seccion
(serie rectilinea obtenida al cortar el haz con la recta s), o forma (serie rectilinea) y proyeccién
(haz de planos obtenido al proyectar la serie desde r).

Figura 1.17: Formas perspectivas
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g) El plano punteado (formado por puntos) 7 (A, B, C...) y el haz de rectas V (a, b, c...) por ser forma
(haz de rectas) y seccion (puntos del plano 7z obtenidos al cortar el haz por dicho plano), o forma
(puntos del plano 7) y proyeccién (haz de rectas obtenido al proyectar los puntos de 7 desde V).

h) El plano reglado (formado por rectas) 7 (a, b, c...) y la radiacion de planos V (¢, f, ¥..) por ser
forma (radiacién) y seccidn (rectas del plano 7 obtenidas al cortar la radiacién por dicho plano), o
forma (rectas del plano 7) y proyeccion (radiaciéon obtenida al proyectar las rectas de 7 desde V).

i) El haz de rectas V (a, b, c...) de plano 7 y el haz de planos r (¢, 3, ¥..) por ser forma (haz de pla-
nos) y seccion (haz de rectas obtenido al cortar el haz de planos por el plano 7), o forma (haz de
rectas) y proyeccion (haz de planos obtenido al proyectar el haz de rectas desde r).

1.10. Formas superpuestas

Son formas superpuestas aquellas que, teniendo igual categoria y clase, tienen la misma base.
Formas superpuestas de primera categoria (Figura 1.18):

- Dos series rectilineas son superpuestas si tienen la misma base: r (A, B, C...)y r (A", B', C'...).

- Dos haces de rectas coplanarias son superpuestos si tienen el mismo vértice (haces concéntricos):
V(a, b,c..)yV(a',b'c'.).

- Dos haces de planos son superpuestos si tienen la misma arista: r (¢, S, y...)yr (', B, ¥'...).

A

a) Series rectilineas b) Haces de rectas c) Haces de planos
superpuestas superpuestos superpuestos

Figura 1.18: Formas superpuestas de primera categoria
Formas superpuestas de segunda categoria:
- Dos formas planas son superpuestas si su plano es comdun.

- Dos radiaciones son superpuestas si su vértice es comun (radiaciones concéntricas).



