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Prologo

Este libro estd dirigido a los estudiantes de los primeros cursos de la carrera de
Matemdticas. Probablemente la mayoria de las herramientas matemdticas ya les serdn
conocidas y el objetivo serd entender como se pueden emplear en otras disciplinas
cientificas. Cuando se piensan las matemadticas como una parte de la cultura, surgen
nuevas metiforas que ayudan a entender mejor el significado de los teoremas y a for-
mular nuevas preguntas. Acostumbramos a imaginar que el vector v = (%, %, %) es un
punto del espacio euclideo; en este libro también serd un perfil genético, la pirdmide
de edad de una poblacién estructurada por grupos o la distribucién de masas de una
marcha aleatoria sobre los vértices de un tridngulo. Por eso esta asignatura pretende
ser un viaje hacia afuera de las matemadticas, y también hacia adentro.

Los estudiantes van a encontrar muchos temas que les son conocidos: espacios vec-
toriales y aplicaciones lineales, nlimeros complejos, matrices, limites, probabilidades,
polinomios, funciones reales de variable real, mdximos y minimos, cénicas, funciones
trigonométricas, grupos y alguna cosa mds. Con todo eso estudiaremos modelos en
Economia (Leccién 1), en Biologia (Leccion 2) y en ()ptica (Leccion 3). Por dltimo
discutiremos la construccién de escalas musicales para comprender mejor aquello del
Do, Re, Mi, Fa, Sol... (Lecciéon 4).

Las aplicaciones de las mateméticas son increiblemente variadas y hay por tanto
muchas posibilidades a la hora de construir una asignatura como esta. He procurado
elegir modelos que procedan de distintas disciplinas y que ilustren las matematicas en
su conjunto, pero al fin y al cabo se ha tratado de una seleccién bastante subjetiva.
El proceso de elaboracién del texto ha sido largo. Durante bastantes afos ensefié a
alumnos de otras carreras y con ellos aprendi mucho de lo que hay en las paginas que
siguen. En el afio 2003 volvi a la carrera de Matemadticas, con una asignatura nueva
que se llamé "Modelos matemadticos de la Ciencia”. Los apuntes de entonces son el
origen de las tres primeras lecciones. Algunos alumnos de esa época me preguntaban
por las conexiones con la Musica, una cuestion que me resultaba muy atractiva y de la
que lo ignoraba todo. Por eso empecé a estudiar esa afieja parte del Quadrivium y, con
la llegada del nuevo plan de estudios, incorporé la leccién sobre miisica.

Queda claro que mis antiguos alumnos son en gran parte culpables de que haya
escrito este libro, pero también hay profesores a los que debo mencionar. He com-
partido la asignatura con Pedro Torres y Antonio Urefia y los dos me han hecho su-
gerencias para mejorar el texto; James Ward me hablé hace bastante tiempo del libro
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“Perfect Form”, que fue clave para preparar la leccién 3; Pablo Amster me envié su
libro "Matemdtica, maestro” y me animé a preparar la leccién 4; Alessandro Fonda
ley6 y corrigi6 las primeras notas que escribi sobre Musica. También la edicién y la
presentacion cuentan y en ese capitulo debo mencionar a Antonio Lépez Carmona, a
Antonio Urefia de nuevo, y a mi mujer, Consuelo, que ha preparado las figuras; segu-
ramente ella ha sido la otra culpable de que escriba este libro.



Leccion 1

La ecuacion lineal en diferencias

1.1. Introduccion

Empezamos con tres ejemplos:

Progresiones geométricas

Son sucesiones del tipo

2 3 n
{zg, Tor, ToT*, XoT", . .., ToT", ... }

con término general ,, = xor™. Si xg # 0y r # 0 se cumple “2+

= r y el niimero
T

r se denomina la razén.! Preferimos la férmula

Tpy1 =Ty

que define una progresion geométrica general.
Pensemos en el ejemplo 1, £, 1 L

RV E R IT R

Las progresiones con razén r €0, 1[ pueden servir para modelar fenémenos en los que
una cantidad tiende a desparecer: rebotes de una pelota contra el suelo o desintegracion
radiactiva. Pensemos ahora en la progresion 1, 3,9,27,...,3",... Las progresiones
con razén r €)1, co[ sirven para modelar crecimientos rapidos: interés bancario, creci-
miento de una poblacion o un organismo en el periodo inicial, entre otros.

Icociente de dos niimeros, una de las acepciones de la palabra razon
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Una observacion importante: tiene sentido considerar progresiones geométricas
con nimeros complejos. Todas la férmulas para las progresiones reales (término gene-
ral, producto, suma) siguen siendo validas en el caso complejo. En realidad la teoria
de progresiones se puede presentar en cualquier cuerpo conmutativo. Como ejemplo
podemos suponer g =1y r =1

1,4, ?=-1,3=—i, =1, =4, --

Esta progresion tiene periodo 4.

C
[
/’——.l~\\
P2 ~
e I
7 AY
/ “
11 1
* ¢
\ 1
\ 1
\ ’
\ 7
S d
\\~”’
-v
Calculamos la parte real e imaginaria,
i —— i —
Re(:"): 1,0,-1,0,1,... Im(:"): 0,1,0,—1,0,...

y observamos que estas sucesiones tienen periodo 4 pero no son progresiones geo-
métricas.

Ejercicio. Construye una progresion geométrica compleja que tenga periodo 27.
La sucesion de Fibonacci
fn: 1,1,2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Los dos primeros términos son uno y los restantes se obtienen al sumar los dos anterio-
res. En formulas,

(fo=fai+fa2,n>2 fo=fi=1]

Imaginemos un virus informdtico que, una vez alojado en el ordenador, permanece
inerte el primer dfa y después infecta una computadora cada jornada.’

“En el siglo XIII Fibonacci utiliz6 otra metafora para introducir su sucesion: “un hombre tiene una pareja de
conejos juntos en un lugar cerrado y se pretende saber cudntos se crian a partir de este par en un afio si su naturaleza
es parir otro par cada mes, y los nacidos también paren desde el segundo mes”
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Dia 0 1 2 3 4 5
N2 ordenadores O E E E E B
infectados O E3 E Ea
O A EA
O B
O EA
O
O
O

fo = St + Jua

N2 ordenadores
infectados entre
eldia n-1y eln

N2 ordenadores N2 ordenadores
infectados dian infectados dia n-1

Repeticion de una operacion con la calculadora

Usamos una calculadora cientifica en el modo radianes y escribimos un nimero cualquiera.
Cuando se presiona la tecla coseno de manera reiterada

[cos|+[cos]|+[cos]+[cos|+ ---

aparecen en la pantalla los términos de una sucesion {z,, },,>o. Obedecen la ley

Tpy1 = COS T,

y el término inicial xy es el nimero que se escribi6 al empezar.

Ejercicio. Experimenta el proceso anterior para distintas elecciones de z. { Qué com-
portamiento asintético se observa? Se puede demostrar que la sucesion {z,, },,>o siem-
pre tiene limite. Dando esto por supuesto prueba que dicho limite tiene que ser el
nimero 0'7390851332152 .. .

/ Qué tienen en comiin estos tres ejemplos?

Son procesos iterativos que vienen regulados por ecuaciones en diferencias,

$n+l - Ty (11)
Tpt2 = Tpyl + T (12)
LTpt1 = COSZy,, (1.3)

validas para m > 0. Las ecuaciones primera y tercera son de un paso (primer orden)
mientras que la segunda es de dos pasos (segundo orden).
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El nimero de condiciones iniciales estd ligado al orden: en (1.1) o (1.3) podemos
arrancar con un solo nimero x,

en cambio para la ecuacion (1.2) debemos prescribir dos nimeros g y Z1.

En esta leccion estudiaremos clases de ecuaciones lineales que incluyen a (1.1) y
(1.2). La tercera ecuacion es no lineal y no la vamos a estudiar en este curso.

Ejercicio. Define de manera precisa la clase de ecuaciones en diferencias de orden
p > 1. Define también la sub-clase de ecuaciones lineales.
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1.2. La ecuacion lineal de primer orden

Vamos a estudiar
Tpyi=ax,+ 5, n=0,1,2,...

donde a, 8 € C son nimeros dados. Diremos que es una ecuacién completa si 3 # 0
y homogénea si 3 = 0.

En primer lugar observamos que esta ecuacion engloba la teoria de progresiones.
Para o« = 1 obtenemos las progresiones aritméticas con diferencia /3,

Tnt1 = Tn + .
Las soluciones son x,, = x + np.
Para # = 0 encontramos las progresiones geométricas de razén «,

Bppi = OBy

Ya sabemos que las soluciones en este caso son de la forma x,, = ca™ donde ¢ € C es
una constante arbitraria.

Sia # 1y [ # 0 las soluciones no serdn progresiones. Para calcularlas hacemos
algunas observaciones:

» La ecuacién admite una tnica solucion constante.

Buscamos un nimero z, de manera que x,, = x, sea solucioén. Al sustituir en la

ecuacion 3
T, =ar,+0 = v,=—.
11—«
= Suponemos z, = 2z, + ., entonces la sucesién {.’L‘n}nzg es solucién de la
ecuacién completa x,,,1 = ax,, + [ siy s6lo si {z,},>0 es solucién de la

ecuacion homogénea z,, 11 = az,.

Supongamos que z,, es solucién de la ecuaciéon completa, teniendo en cuenta la
relacién entre x,, y 2, y la definicién de .,

Zntl = Tnp1—Tw = Xy +0—2, = ax,+0—(az.+0) = a(z,—x,) = az,,

paran > 0,y z, es solucién de la homogénea. El reciproco queda como ejerci-
cio.

A partir de estas observaciones encontramos todas las soluciones de la ecuacién com-
pleta cuando « # 1, estas son

T, =ca" +x,, ceC.

Ajustaremos la constante c a la condicion inicial zo; para ello hacemos n = 0 en la
féormula anterior,

Tp,=ca"+x,, n=0 =>xg=c+x,, C=Tg— T,

‘mn:(azo—m*)a"jtzl:*, n>0
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Nota. En el caso especial o = 0 estas férmulas pierden su sentido para n = 0; todas
las soluciones son de la forma {zg, T, T., Ts, ..., Tu,... }.

Ejemplo. z,,, =iz, +1, zq =1.

En este caso « = @ # 1, § = 1. Buscamos en primer lugar todas las soluciones de la
ecuacion.
Solucién constante:

1 1+ 1 1

1—i JL+if 2 2"

T, =1 +1 = x,=

Soluciones de la homogénea:
) i
Znil =12, = 2z, =ci".

Todas las soluciones de la completa:

=Zn+ —'"+1+1' eC
Tp = 2Zn+ T, =ci 2 21,0 .

Una vez hecho esto ajustamos la constante c,

. . 1,1 11
n=0 — i=xy==+ =1 =——=+ —1.
To 2 2 Cc, C 2 2Z
Solucié 1+1.+( 1+1.).n
olucion: Ty = = — —— —
2 9! 2 Tt

Veamos que esta ecuaciéon compleja es equivalente a un sistema real. Escribimos
Ty = Uy, + 10,
donde u,, = Re(z,,), v, = Im(x,,) son las nuevas incégnitas (reales). Se cumple
Unt+1 + 1Unt1 = i(up + iv,) + 1 = iu, — v, + 1.
Igualando parte real y parte imaginaria,

Upy1 = —Up + 17
Un+1 == una

con condiciones iniciales ug = 0, vy = 1. Tomando las partes real e imaginaria en la
férmula para x,, vamos a encontrar la solucién del sistema,

- 1 1 o1 [0, n=0,1(mod4)
u, = Re(z,) = 5~ §Re(l )+ iRe(l )= { 1, n=2,3(mod4)
B 11 . 1 i1y | 1, m=0,3 (mod 4)
v = Im(z,) = 5 — 5Im(@@") + SIm(i"") = { 0, n=1,2 (mod 4)

Ejercicio. Resuelve

Upi1 = Uy —Vp+ 1, yg=1
Upt1 = Uy + Up, vy = 0.
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1.3. Potencias de un nimero complejo y comportamiento
asintdtico de las soluciones

En el ejemplo anterior nos aparecian las potencias de %, que tienen un compor-
tamiento sencillo (4-ciclo). La férmula de Moivre permite entender cémo se compor-
tan las potencias de cualquier nimero o € C \ {0}. Si escribimos este nimero en la

forma
a =r(cos 6+ isen0),

donde r = || es el médulo y # € R es uno de sus argumentos, se cumple
a™ =r"(cos nh + i sen nb).

Describamos algunas propiedades de la sucesién {a" },,>,

» Si || < 1 secumple o™ — 0. Ademds, si «v no es real, esta sucesion converge
al origen siguiendo una espiral

» Si|a| > 1 sus potencias se van a infinito y, si « no es real, siguen una espiral

divergente
» El caso |a| = 1 es el mds delicado, las potencias a” permanecen en la circun-
ferencia unidad S' = {z € C : |z| = 1}. En ocasiones la sucesién o es

periddica, pero esto no siempre ocurre.

o
a @
e | B
N 2/// b 3
A 1 @i ; o )
4 o )/1 ) o =1 1 o
.o iR
Sasan (‘Zl-o
0!3 ¢
a=0.81i o= i oa=121

Ejercicio. Describe el comportamiento de las sucesiones o™, "y y" sia = %—}— ‘/751',
B=1+14,v=cos1l+isenl.



16 R. ORTEGA

Ahora es ficil discutir qué hacen las soluciones de la ecuacién x,, 1 = ax, +
cuando n — 00,

» || < 1. Las soluciones se expresan como
n
Ty = CO + T,

donde z, = % y ¢ € C es una constante arbitraria. Como o™ — 0, todas las
soluciones convergen al equilibrio,

lim z, = z,.

n—0o00

» || > 1. Las soluciones no constantes divergen. Suponemos z,, = ca™ + x, con
¢ # 0, entonces
n| _

0| 2> [ea”| = |a.] — oo,

pues |@"| = |a|® — ooy |¢| # 0, |z.| son constantes. Aqui conviene observar
que hemos usado la conocida desigualdad

|21 — 22| = |[21] — |22]], 21,22 € C
con z; = cay zo = —X,.

Nota. Esta desigualdad suele ser titil cuando se busca una cota por abajo, en cambio
la desigualdad triangular se suele usar para buscar cotas superiores.

» |a| = 1. Suponemos primero o # 1y observamos que |z, — .| = |ca™| = |¢|.
De aqui deducimos que la sucesién z,, se mueve en la circunferencia de centro
x, y radio |c|. Ademds, de la férmula de Moivre deducimos que no tiene limite.
El caso o = 1 es muy especial, ahora tenemos progresiones aritméticas z,, =
xo + nB que cumplen |z,,| — oo si 8 # 0.



MODELOS MATEMATICOS 17

1.4. Fluctuaciones en el precio de un producto: modelo de
la telarana

El precio de un producto agricola varia cada temporada y se forma asi una sucesion
que pretendemos estudiar

Pn = precioenelaiion, n=0,1,2,....

Son muchos los factores que influyen en las fluctuaciones del precio: lluvias, situacién
econdmica de los paises a los que se exporta, productos competidores, etcétera. Igno-
raremos todos esos factores exdgenos y nos centraremos en las fluctuaciones intrinse-
cas, generadas por los mecanismos de oferta y demanda del propio producto.

La oferta y la demanda se suponen funciones conocidas del precio, D = D(p),
O = O(p). Estas funciones definen el producto que estamos considerando: esparrago,
habas, maiz, trigo, cebada, girasol,... Ademas, es claro que O debe ser una funcién
creciente mientras que D es decreciente. Para comprender esto basta observar que, a
mayor precio, mds tendencia tendrén los agricultores a cultivar ese producto y menos
interés en comprarlo tendrdn los consumidores.

0=0(p) D =D(p)

En la grifica anterior las funciones de oferta y demanda se han dibujado como
funciones no lineales pero al disefiar el modelo vamos a hacer la hipétesis mds simple
posible: las funciones O y D son afines, O(p) = a + bp, D(p) = ¢ — dp. Las gréficas
son dos rectas, una con pendiente positiva y otra negativa. En economia las cantidades
by d son llamadas marginales. La marginal de la oferta/demanda mide la sensibilidad
de los productores/consumidores a las variaciones de precio.

En la teorfa estdtica se hace la hipétesis del equilibrio: la demanda y la oferta se
igualan. Esto se justifica porque se espera que después de algin tiempo el precio se
ajuste de manera que toda la produccién se consuma.
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O(p)=a+bp b>0 O(p)

D(p)=c-dp d>0

/ D(p)

De la ecuacion
D(p.) = O(p.)

se llega al precio ideal o de equilibrio

. C—a
=y a

A partir de ahora impondremos la condicién
c>a

con objeto de que el precio de equilibrio sea positivo. Esta hipdtesis nos asegura que las
rectas se cortan en el primer cuadrante y se excluyen situaciones como las del siguiente
dibujo.

O(p) O(p) O(p)
/ Dip) D(p)

D(p) " p ?\ P X P
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En el modelo dindmico se tiene en cuenta el desfase que se produce al ajustar la
demanda y la oferta. Los agricultores toman la decisién de cultivar el producto con
bastantes meses de antelacién y el precio que conocen es de la temporada anterior;
por el contrario los consumidores conocen el precio de temporada. A partir de estas
observaciones se postula la ecuacién en diferencias

Esta ley dindmica lleva a la ecuacién lineal de primer orden

c—a b -1
n — - 5Pn—1, = L.
p d dp 1

El coeficiente o = —% es distinto de 1 y por tanto sabemos que hay una solucién
constante. Como era de esperar, esta solucion es precisamente el precio de equilibrio
Pn = D-«. Todas las soluciones reales de esta ecuacion se expresan en la forma

b
Pu = k(1" (Q)" + P n 20
para alguna constante k € R. Conviene observar que esta férmula deja de tener sentido
para el modelo cuando p,, se hace negativa.

Ejercicio. Encuentra una condicion sobre py que sea necesaria y suficiente para la
positividad de la solucién: p,, > 0 paratodon =0,1,2, ...

Vamos a estudiar el comportamiento de los precios a largo plazo y para ello distin-
guimos tres casos:

[1]b<d

Todas las soluciones cumplen p,, — p... Los precios oscilan y tienen a estabilizarse en
el precio de equilibrio.

[2]b>d

Las soluciones no constantes cumplen |p,,| — oo. Después de algunas oscilaciones la
solucién se hace negativa y el modelo deja de ser significativo.

[3]b=d

Es un caso de transicion entre los dos anteriores. Las soluciones no constantes son
2-ciclos.

La condicion b < d se puede interpretar como una condicién de estabilidad para
el modelo. Si recordamos la interpretacién de las marginales, nos dice que los produc-
tores son menos sensibles a los cambios de precios que los consumidores.
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La representacion grafica que se suele hacer de este modelo explica la asociacién
con una telarafia. Dibujamos las rectas de oferta y demanda sobre el mismo plano
y sefialamos p, sobre el eje horizontal. Calculamos O(py) trazando una vertical y
lo igualamos a D(p;) mediante una linea horizontal. Entonces repetimos el proceso
partiendo de p;.

O(p)

pd

D(p)

Acabamos con dos criticas al modelo:

= En situaciones reales las funciones de demanda y oferta no son rectas. Al escoger
para la demanda una funcién afin, nos encontramos con demandas negativas
para p grande. Esto no tiene sentido y hace que aparezcan precios negativos. Sin
embargo el modelo con rectas no es tan malo cerca del equilibrio, pues se pueden
reemplazar las curvas de oferta y demanda por sus tangentes en (p., D(p.)).
El modelo que hemos presentado es significativo para fluctuaciones pequefias
alrededor de p..
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= La validez en el tiempo de este modelo ha de ser bastante limitada. Los produc-
tores detectardn el patrén y disefiardn estrategias mds inteligentes; por ejemplo
elaborando un precio esperado a partir del precio de varios afios anteriores. De
esta forma se llega a variantes del modelo de la telarafia que conducen a ecua-
ciones de segundo o tercer orden.

1.5. El efecto multiplicador: un modelo macro-econéomico
En la teorfa macro-econémica de Keynes (sin sector exterior) aparecen tres magni-
tudes:
Y = renta nacional, I = inversion, C = consumo.
Se hacen los siguientes supuestos:
Y=C+1I
Toda la riqueza producida por el pais se dedica a consumo o inversién
C=a+bY, a>0,0<b<1

El consumo es funcion de la renta. La marginal b indica la tendencia al gasto, mayor
cuanto mas cerca de 1 esté el nimero b.
Siunimos 1y 2,

a 1
— 17
1-b 1-0b

y esta féormula revela el efecto multiplicador de la inversion. La inversion [ eleva la
renta en la cantidad ﬁ[ , que es mayor a I.
Nota. 0 <b<1l= - >1

La discusion anterior es estdtica y hay que tener en cuenta que el efecto multiplicador
solo serd patente después de un cierto niimero de afios; serfa infantil pretender que el
efecto de una inversion sea casi inmediato. Vamos a introducir dindmica suponiendo
que se produce un desfase, el consumo de un afio depende de la renta del afio anterior,

Co=a+b¥, 1, n> L

Hacemos una hipétesis adicional: la inversion I es constante. Esto no es muy rea-
lista pero nos permitird permanecer en el marco de las ecuaciones que sabemos re-
solver. Si unimos 1y 2’,

Y,=C,+I=a+bY, ;+1I
Hemos llegado a la ecuacién lineal en diferencias

Y,=0bY,_14+a+1, n>1.
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Como el coeficiente &« = b # 1, existe una solucién constante y esta resulta ser la
renta de equilibrio que encontramos en la teorfa estitica,

a+1
Y. = :
1-b
Las restantes soluciones reales son
Y, =cb"+Y,

con ¢ una constante real no nula. Como b €0, 1[, Y,, converge a Y, de manera monétona.
A largo plazo el modelo dindmico se aproxima al estético.

1.6. La ecuacion de orden superior
Estudiaremos
(*) Tpir+ap1Tnip—1 + -+ 01 Tpp1 + T, =0

donde k£ > 1 es el orden de la ecuacién. Los coeficientes ag, @y, . . . , ax_1 son fijos y
pueden ser reales o complejos. Usaremos la notacién ag, ay,...,ar_; € K donde K
puede ser R o C. Supondremos también ay # 0, pues en otro caso es posible rebajar
el orden de la ecuacion.

Ejemplo. =, .o + 32,1 =0 — x,.1 + 3z, =0.

La ecuacién de Fibonacci es del tipo (%) con k = 2, ay = a; = —1. La ecuacién
homogénea de primer orden también es del tipo (%), con k = 1, 2,11 + aox,, = 0.

Una solucion de () es una sucesion {z, },>o con coeficientes en K y que cumple
la relacion de recurrencia para cada n > 0. Esta definicién sugiere trabajar con el
espacio vectorial S de las sucesiones. Los vectores de .S se denotardn por

X ={zn}n>0 = {Z0, 21,22, .., Tn,... }, T, €K
La suma y el producto por escalar se efectian coordenada a coordenada,
X+Y ={zo+yo, 21+ Y1, - sTu+Yn,--- }» AX ={Azo, A\x1,..., A\Tp, ... },
siX,)YeSyrek

Ejercicio. Prueba que S es un espacio vectorial. Demuestra que los vectores
Hg=fLi0, 05,050 by =0, 0500500000 Fyo sy X =0 505 65 Liin 655 Fyann

son linealmente independientes en S. (Es X = {1,1,1,...,1,...} combinacién
lineal de los vectores anteriores?
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Pretendemos hacer uso del dlgebra lineal abstracta, y para ello vamos a introducir
una aplicacion lineal que jugard un papel importante en la resolucién de la ecuacion
(*). Definimos

L:S5—8, L(X)=X", T} = Tpik + @p_1Tpik—1 + - + GoTp
y escribimos la ecuacién (*) en la forma més abstracta
L(X)=0.

En esta férmula hay un pequefio abuso de lenguaje, pues el 0 que aparece es el 0 vector;
es decir, la sucesién nula {0,0,...,0,...}.

Ejemplo (Operador de Fibonnaci). T = Tyi12 — Tpy1 — T
« L({1,1,...,1,... ) ={-1,—-1,...,—1,...}
n L({3"buzo) = {3"7% = 3""1 = 3" }in0 = 5{3" }uxo
» L({fn}n>0) = 0donde {f,} es la sucesion de Fibonacci.

Designaremos por ¥ al conjunto de soluciones de la ecuacién (x). Recordando la
definicion de nicleo de una aplicacion lineal observamos que se cumple

Y={Xe€S: L(X)=0}=Ker L.

A partir de aqui obtenemos una consecuencia importante: el conjunto de soluciones %
es un sub-espacio vectorial de S.3 Esta propiedad nos permitir fabricar muchas solu-
ciones de la ecuacién; por ejemplo, si conocemos dos soluciones no triviales podemos
hacer sus combinaciones lineales y obtenemos un plano de soluciones. El espacio S
tiene dimension infinita pero el sub-espacio X va a tener dimension finita,

dim ¥ = k = orden de ().

Para demostrarlo recordamos que dos espacios vectoriales isomorfos tienen la misma
dimensién.* Vamos a construir un isomorfismo entre ¥ y K* que consiste en quedarse
con los primeros k términos de la sucesion,

P:¥ 5K, X= {Zn}nso = (Lo, B1; . <. s Br—1)-
Para que ® sea isomorfismo se debe cumplir

» ®eslineal, P(X +Y) = &(X) + (YY), 2(AX) = AX. Esto es ficil de
comprobar, pues en los dos espacios las operaciones se definen coordenada a
coordenada

3Dados V' 'y W espacios vectoriales y una aplicacién lineal 1) : V' — W, el niicleo, Keri), es un sub-espacio
de V
4Dos espacios vectoriales V' y W son isomorfos, V 22 W, si existe una aplicacién lineal y biyectiva entre ellos
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» O tiene inversa. Dado un vector (xg, Z1,. .., T;_1) en K, lo interpretamos co-
mo un conjunto de condiciones iniciales para la ecuacién (*). A partir de z,
Z1,...,Tk—1 vamos construyendo por recurrencia Ty, Tj11 ... De esta forma
obtenemos una sucesién X = {x,, }. Es facil comprobar que la inversa se define
como (g, zq,...,2p1) = X.

Ejemplo. x,.; = Ax,. Introducimos la notacién
o= {LAA A )

para designar la progresion geométrica de razén A y término inicial o = 1. En este
caso X tiene dimension uno y sus vectores son todas las progresiones geométricas de
razon A,

Y ={cem: ceK}
Se cumple ®(cmy) = cy D7 (c) = emy = {c,cA, A2, ...,eA", ...}

(Puede ocurrir que la progresion 7, sea también solucion de una ecuacion de orden
superior? Para dar respuesta a esta pregunta calculamos L (7 ) usando la definicién de
la aplicacion lineal L,

L(m) = LA }uzo) = {A" P + ap a A" 4o @ A gAY z0 =
OF +ap_1+ - -+ ard + a){ A" -

Si asociamos a L el polinomio
pA) =N+ a1+ -+ ad +a,

llegamos a la férmula

[L(m) = pA)m |

y deducimos que 7, serd una solucion de (*) cuando A sea una raiz del polinomio p.

Ejemplo. (Ecuacién de Fibonacci) T, 1o — Tpi1 — T, = 0. Se cumple L(7y) =
{Ant2 — Antt A} o = (A=A =1){A"}.50 = p(A)mr conp(A) = A2 —A—1.

Las raices de este polinomio son
- 1+ \/5 P 1-— \/5
T2 T

La raiz positiva A, es el famoso niimero de oro. Sabemos que las progresiones geo-
métricas 7y, y 7,_ son soluciones y, como Y. es un espacio vectorial, también serdn
soluciones sus combinaciones lineales

At

1y, +cema_, c,c €K

Conviene observar que cuando c; y ¢ son diferentes de cero la solucién que obtenemos
ya no es una progresion geométrica. En este ejemplo X tiene dimension 2 y parece ra-
zonable pensar que la férmula anterior describe todas las soluciones; para estar seguros
debemos probar que las sucesiones 7, y 7 _ son linealmente independientes en X o,
lo que es lo mismo, en S.
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Lema 1.6.1. Sean \q,...,\, € K nimeros distintos (\; # \; si i # j). Entonces
TAss « - -y Ta, SON linealmente independientes en S.

Demostracion. Comenzamos recordando un resultado de dlgebra lineal abstracta. Si
las imdgenes por una aplicacién lineal de un conjunto de vectores son linealmente in-
dependientes, entonces también lo son los originales.’ Es decir, si V' 'y W son espacios
vectoriales y ¢ : V' — W es una aplicacién lineal; dados vy, ...v, € V,

p(v1),...,9¥(v,) linealmente independientes en W =

vy, ...,V, linealmente independientes en V.

Consideramos la aplicacién lineal que consiste en quedarse con los primeros p térmi-
nos de la sucesion,

Zo
Vi8S — K, U({zatnso) = [
Tp—1
Calculamos las imagenes de 7y, . . ., T,
1 il
A1 Ap
\I’(ﬂ')\l) = )\? ""’\I,(ﬂ-)‘p) = )\12)
bt Ap-1

Estos vectores son linealmente independientes en KP?, pues si los disponemos como
columnas de una matriz y calculamos el determinante, llegamos al conocido determi-

nante de Vandermonde, que es no nulo,® det(¥ (my, )| ¥(my, )| |¥(my,)) =

1 1 - 1

A1 Ao - N p

det | AL A - - x| = ] W-x)#o.
. . . . . tyg=14>
ot .. Ap—t

Entonces, la independencia lineal de W(7y,),..., ¥(my,) en K? implica la indepen-
dencia lineal de 7, ,..., Ty, en S. O

Nota. Vandermonde da nombre al determinante anterior por un error de interpretacion.
En una de sus memorias us6 sub-indices y super-indices para designar los coeficientes
de una matriz general (fila y columna). A partir de ahi no hay mds que confundir los
super-indices con exponentes. “Y quizds es esta equivocacién lo que ha salvado el
nombre de Vandermonde del mds completo olvido” H. Lebesgue.

3Conviene observar que el reciproco no es cierto, las aplicaciones lineales no conservan la independencia lineal
a menos que sean monomorfismos
6v1,...,vp € KP son linealmente independientes si y solo si det(v1] - - - [vp) # 0
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Ejemplo. La sucesion de Fibonacci. A partir del lema anterior sabemos que el espacio
de soluciones X de la ecuacién x40 — T, 41 — T, = 0 estd generado por 7, con
Ay = % Por tanto,

{fatnz0 = c1mr, + comy_

y ajustamos las constantes c;, ¢, a partir de las condiciones iniciales fy = f; = 1,
f():l — 1261+Cg, f1:1 — 1201)\++C2)\_.

Hemos encontrado un sistema lineal compatible determinado en las incégnitas c; y ¢,
con solucién

" A

75 T B

Llegamos a la férmula del término general

1‘1‘\/5 n+1 1 1—\/gn+1

V5

C1 =

1
fn:ﬁ(

A partir de esta férmula observamos que

A-\n
Fsa  ABHE_pmd A= [
— \n+1 n+1 A \n .
e
Puesto que [A_| < A,
t Jmtt 1 V5
n—oo fn 2 ’
De manera imprecisa decimos que la sucesion de Fibonacci se parece (para n grande)

a una progresion geométrica cuya razén es el nimero de oro.

1.7. Raices complejas

Supongamos que los coeficientes ag, aq,...,ar_1 son reales pero el polinomio
caracteristico
pA) =N +ap N+ a4 ag
admite una raiz compleja A\, € C \ R. Entonces también serd raiz de p()\) el nimero
conjugado A, y encontramos las soluciones complejas

= {LAL N L) T = (LA A, L

Como \, # A, estas soluciones son linealmente independientes en Y.¢. Consideramos
las combinaciones lineales
1 1 1 1

R = 57‘(‘)\* + 57‘7*7 I = ZTU* — 2—1,71';*,

que también son linealmente independientes en Xc.
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Ejercicio. Sea V' un espacio vectorial sobre C y v1,v5 € V vectores linealmente
independientes. Prueba que también lo son los vectores w; = %Ul + %vg, Wy =

LUQ.

i
2: V1 2i

Las sucesiones 12 e I se pueden ver como la parte real e imaginaria de 7, pues si
z = x + 4y es un nimero complejo,

z2+z z2—Z

21

x = Re(z) =
A partir de la férmula de Moivre podemos expresar 12 e I en términos reales,

A =71(cos @ +isen ) = A!'=r"(cos nf +1isen nf),

‘R = {r"cos nf},>0, I ={r"sennb},>o. ‘

Partimos de las soluciones complejas 7y, , 75_ y hemos llegado a las soluciones reales
R, I, pero hay todavia una cuestion delicada. Sabemos que R e I son linealmente
independientes en ¢ pero, como son soluciones reales, nos preguntamos ahora si
también seran linealmente independientes Xr. La respuesta es si y la justificacion la
encontramos en una observacion general sobre los espacios vectoriales.

Nota. Todo espacio vectorial V' sobre los complejos se puede ver también como un
espacio vectorial sobre los reales. Si vy, ..., v, € V son vectores C-linealmente inde-
pendientes entonces también son R-linealmente independientes. La razén es simple, si
se cumple

p
chizo, C«LGC = CiZO, ’Lzl,,p
j=1

también se ha de cumplir la implicacién més débil

p
Zcivizo, chR = CZ':O7 Z:17,p

j=1

El reciproco es falso, los vectores v, = < é ) y Uy = < 2ZZ ) de C? cumplen

iv1 — v2 = 0y son R-linealmente independientes.

Ejercicio. ;Qué habria pasado en las discusiones anteriores si hubiéramos cambiado
los papeles de A, y A,
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Ejemplo. Para resolver x5 + x,.1 + z, = 0 buscamos las raices del polinomio
A? 4+ X\ + 1. Estas son

1 V3 _ 1 V3
—_—, W V—.

Las sucesiones

o ={l,w,? ...}, 7p={1,0,0%...}
pertenecen a X¢ y son linealmente independientes en S. Como el sub-espacio ¢ tiene
dimension dos, forman una base. Para hacernos una idea del comportamiento de 7, y
T observamos que w y w son raices cubicas de la unidad,

whi=1, F=I.

En el plano complejo los nimeros 1, w y w son vértices de un tridngulo equildtero y
las potencias sucesivas se obtienen efectuando rotaciones de los vértices

5

1, w, =0, =1, w=w, *=8,...

Esto muestra que las sucesiones 7, y 7z son 3-ciclos (se repiten cada tres términos).

Las soluciones complejas estdn descritas en la formula
T, = Cw" + cw"; ¢, € C.

Ahora vamos a describir Xr. Podemos calcular R e [ usando la férmula de Moivre y
teniendo en cuenta que w = cos 27“ + isen &,
2mn 2mn
R = {cos T}nZO’ I = {sen T}nzo-
También podemos calcular estas sucesiones mirando el dibujo del tridngulo equilatero
y buscando las proyecciones sobre los ejes coordenados,
11 1 V3 V3 V3 V3

1
R={1l,—7,—=, 1, ——,——,...}, I={0,——,—
{727 ’ 727 }7 {527 27527 27

5 5 1
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Describimos las soluciones reales por

1, sin = 0 (mod 3)
T, =1{ —ici+ Ly, sin=1(mod3)
—1¢ — @c% sin = 2 (mod 3)

con cy,ce € R.

1.8. Raices muiltiples
Comenzamos con un ejemplo:
Tpia + 2$n+1 +x, = 0.

El polinomio caracteristico p(A\) = A? + 2\ + 1 = (A + 1)? tiene la raiz doble
A. = —1. Sabemos que

T_1 = {(_1)n}n20 — {1’ —]_’ ]_, —1, ]_, —1, > }

es solucién pero no podemos fabricar una segunda solucién 7, con A # —1. Habrd que
buscar soluciones de un nuevo tipo para describir 2. Antes conviene repasar la nocién
de multiplicidad de una raiz. Dado un polinomio

P(A) = ap A+ ap A4 ag X+ ag

con raices distintas Aq, . .., A4, lo factorizamos como

o

p(A) = ax [N = xn)™.

h=1

El nimero my, es la multiplicidad de \j,. El nimero de raices no puede superar al
grado, o < k, y la suma de multiplicidades ha de coincidir con el grado,

my+---+my, = k.

Usando las derivadas sucesivas del polinomio es posible calcular la multiplicidad de
una raiz sin necesidad de factorizar el polinomio. Una raiz A, € C tiene multiplicidad
m > 2 si se cumple

p(A) =p'(A) =---=p™D(\,) =0, p™(A,) #O0.

Ejercicio. Calcula la multiplicidad de A\, = 1 para el polinomio p(\) = A% —
49X — 2\ + 50.
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Probaremos que si A, es una raiz con multiplicidad m del polinomio caracteristico
de la ecuacion (x), entonces las sucesiones

OV AR TV R LN

estdn en Y. Mds en general, dado cualquier polinomio ¢(n) = ¢,,_n™ ' + -+ +
c1n + ¢o de grado a lo sumo m — 1, la sucesién {g(n)A”} estd en X. Para justificar-
lo es bastante observar que esta sucesion se expresa como combinacidn lineal de las
anteriores,

{a(m)AT} = et {n™ AT+ + e {nAl} + o AL}

En el ejemplo inicial tenfamos A\, = —1 y m = 2, asi que encontramos las soluciones
reales
{(cln =+ Co)(—l)n}nzo, Cp, C1 S R.

Veamos ahora un ejemplo mds complicado. La ecuacién
Tpys — 2%p1q + 20043 — 4T 0+ Ty — 22, =0

tiene un polinomio caracteristico que factoriza en la forma p(\) = (A — 2)(A\* 4 1)?
y admite las raices

)\1:2, mlzl, )\in, m2:2, )\3:—7:, m2:2.

Encontramos las soluciones {2"}, {i"}, {ni"}, {(—i)"}, {n(—i)"}. Para encon-
trar soluciones reales podemos emplear el siguiente

Ejercicio. Sea {z,},>o una solucién compleja de la ecuacién (x). Se supone que
los coeficientes aq, . . ., aj_1 son reales. Demuestra que las sucesiones {Re(z,,) },>0
y {Im(z,)},>o también son soluciones. Construye un ejemplo que muestre que el
resultado es falso si los coeficientes no son reales.

En el ejemplo anterior obtenemos las soluciones reales
{Re(i")}n>0 ={1,0,—-1,0,1, ...}, {Im(:")},>0 = {0,1,0,—1,0,...}
{Re(ni")}n>0 = {0,0,—-2,0,4,...}, {Im(ni")},.>0 = {0,1,0,-3,0,...}.
Dedicaremos el resto de la seccion a probar el siguiente resultado.

Proposicion 1.8.1. Sea \, € C \ {0} una raiz de p(\) con multiplicidad m > 2.
Entonces {q(n)A. }n>0 es una solucion de (x) para cada polinomio q(n) de grado a
lo sumo m — 1.

Nota. A\, = 0 no puede ser raiz del polinomio caracteristico pues se supone ag 7 0.

Antes de la demostracion necesitamos algunos preliminares y un par de lemas.
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Partimos de un pardmetro A € C\ {0} y de la sucesién
T ={LAA 0. )
y definimos nuevas sucesiones
Dry = {0,1,2X, 3\, ... ,nA""1 ..}
D?my, =1{0,0,2,6X,12)\2, ..., n(n — 1)A"2,... }.
En general, paracadar > 1,
D'ty = {g-(n)\" " }n>0 donde g (n) =n(n—1)...(n —7r+1).

Observamos que estas sucesiones se obtienen por derivacion sucesiva con respecto a A
de la sucesion 7, lo que justifica la notacién. La férmula L[my] = p(A)7, nos ha sido
de gran ayuda para producir todas las soluciones en el caso de raices simples, ahora
presentamos otra férmula que va a ser clave para raices multiples, en ella aparecen
nimeros combinatorios.

Lema 1.8.2.

T

L[D"m] = ( . )p(h)(/\)Dr‘th

h=0

para cadar > 1.

Nota. Con las convenciones D7, = ,, ( 8 ) =1, p(o) = p, recuperamos la

férmula del caso simple para r = 0.
Demostracion. Se podria intentar una demostracién directa por induccién sobre 7,
pero seria un poco pesada y no nos explicaria como se ha generado la férmula. Va-

mos a proceder con mds astucia. Partimos de la férmula conocida L[my] = p(A) 7y y
derivamos con respecto a A,

L[D7y] = DL[my] = D[p(A\)m] = p'(A\)mx 4 p(A) Dy,

asi hemos llegado a la férmula para » = 1. Para » > 2 podemos usar la regla de
Leibniz' que extiende la férmula para la derivada del producto a derivadas de orden
superior. Ahora derivamos 7 veces en lugar de una vez,

L[D"m,] = D"Lim] = D'[p(\)m] = ) | ( 17; )P(h)(/\)DT‘hm.

h=0

7Si f y g son funciones derivables hasta el orden 7 se cumple (f - g)(") = > h=o ( ; ) Fh) . glr=h)
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En los cdlculos anteriores hay varias cosas que aclarar:

= La derivacion se efectia en cada término de la sucesion; es decir, en la identidad
A AP @ AT 4 g A = p(A)A”

» Al derivar en la férmula anterior se observa que la conmutacién L[Dmy] =
DILm] estd justificada

= Obtenemos la féormula para A complejo pero (como se deriva una funcién de
variable compleja? Por ahora podemos entender que la demostracién estd com-
pleta para ) real. Para el caso complejo podemos pensar que se trata de un cdlculo
formal; en un curso mds avanzado de la carrera el estudiante le dard rigor a ese
caso.

O

Ejercicio. Demuestra la férmula

1000A1°" — 1001A10% 4
(A—1)? ’

14224+ 3X2 4403 4+ ... 4+ 10000\ =

paracada A € R\ {0}.

Lema 1.8.3. Las sucesiones 75, D7y, ..., D™ '\ son soluciones de ().

Demostracion. Comenzamos suponiendo que A, es una raiz que cumple p(\,) =
P (\.) = 0y aplicamos la férmula del lema anterior con r = 1,

L[Dmy] = p'(A)mx + p(A) Dy

Al evaluar en A = \, observamos que D7, es solucidn. Supongamos ahora que A\,
_ /!

cumple p(\.) = p'(As) = p”(As) = 0y hagamos r = 2 en la férmula,
LID*my\] = p" (M)A + 20/ (M)A + p(A) D7y

Haciendo A = )\, deducimos que D?7y es solucién. En general, si A, tiene multipli-
cidad m encontramos las soluciones 7y_, D7y_,...,D™ 'y . O

*

Demostracion. Proposicién 1.8.1. Vamos a probar que toda sucesion del tipo {g(n) A" }
se expresa como combinacién lineal de 7y, , D7y, ,...,D™ 'y, con ello llegaremos
a la conclusién por ser X un espacio vectorial. En primer lugar observamos que los
polinomios

w(n) =1, ¢1(n) =n, g(n) =n(n—-1),...,¢m_1(n) =n(n—1)---(n—m+2)
forman una base del espacio vectorial de los polinomios de grado a lo sumo m — 1,
Py_1 =P, 1[n].Dadoq € P,,_1, ¢ = ZT:_OI ¢;q; para ciertos nimeros ¢;. Como
AN D'y = {¢,(n)A\" },>0, deducimos que

m—1
{q(m)A7} =Y M Dimy,.

=0



