RAFAEL GOMEZ MARTIN

CAMPO
ELECTROMAGNETICO

para fisicos e ingenieros
Radiacién y Propagacién

Granada, 2021



CoLEcciON MANUALES - MAJOR

Ciencias

“Este libro ha sido cofinanciado por el departamento
de Eletromagnetismo y fisica de la materia”

© RAFAEL GOMEZ MARTIN
© UNIVERSIDAD DE GRANADA
Campus Universitario de Cartuja
Colegio Méximo, s.n., 18071, Granada
Telf.: 958 243 930 - 246 220
Web: editorial.ugr.es
ISBN: 978-84-338-6917-3
Depésito legal: Gr./1299-2021
Edita:Editorial Universidad de Granada
Campus Universitario de Cartuja. Granada
Disefio de cubierta: Tarma, estudio grafico. Granada
Imprime: Gréficas La Madraza. Albolote. Granada

Printed in Spain Impreso en Esparia

Cualquier forma de reproduccién, distribucién, comunicacién publica o
transformacién de esta obra sélo puede ser realizada con la autorizacién de
sus titulares, salvo excepcidn prevista por la ley.



Indice general

1. Ecuaciones macroscépicas de Maxwell

1.1. Ecuaciones macroscépicas de Maxwell . . . . .. ... ... ...

1.2. Significado de las ecuaciones de Maxwell . . . . . ... ... ...

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

1.2.1.

Ecuaciones constitutivas .

Clasificacién de los medios . . . .

Condiciones de continuidad de los campos . . . . . .. ... ...

Teoremas de conservacién de energfa y momento . . . ... ...

1.5.1.

Conservacién de la energia. Teorema de Poynting . . . . .

1.5.2. Momento lineal del campo electromagnético . . . . . . . .

Campos que varian arménicamente con el tiempo . . . . . . . . .

1.6.1.

Ecuaciones de Maxwell para campos armdnicos . . . . . .

1.6.2. Permitividad eléctrica compleja . . . . . .. ... ...

1.6.3. Energfa almacenada y disipada . . . . . .. ... .. ...

Dependencia con la frecuencia de la permitividad . . . . . . . ..

1.7.1.

1.7.2.

FEcuaciones de relajacién de Debye . . . . . .. ... ...

Fenomenos de resonancia

VII

&

16

20

26

26

29

34

36

37



VI INDICE GENERAL
1.8. Condiciones de frontera para senales arménicas . . . . . . . . .. 53
1.9. Vector complejo de Poynting . . . . .. ... .. ... ... .. 54
1.10. Sobre la solucién de las ecuaciones de Maxwell . . . . . ... .. 57

2. Fundamentos de la radiacién 59
2.1. Potenciales electromagnéticos . . . . . . . ... ... L. 59

2.1.1. Condicién de Lorenz . . . . . . . ... ... ... ..... 63
2.1.2. Condicién de Coulomb . . . . . ... ... ... ... 65
2.1.3. Ecuacién de ondas no homogénea para los campos . . . . 66
2.2. Potenciales retardados. Método de Green . . . . ... ... ... 67
2.3. Campo electromagnético . . . . . . . . . ... ... 72
2.3.1. Campo de radiacion . . . . . .. ... ... 79
2.3.2. Campos creados por un elemento diferencial de corriente . 84

2.3.3. Aproximaciones para los potenciales en la zona de campo

lejano . . . . oL 91

2.4. Desarrollo multipolar de los potenciales . . . . ... ... .. .. 93
2.4.1. Radiacién dipolar eléctrica . . . . . . .. .. .. ... .. 95
2.4.2. Radiacién dipolar magnética . . . . . .. ... ... ... 98
2.4.3. Radiacién cuadrupolar eléctrica . . . . . . ... ... ... 101

2.5. Particula cargada en movimiento arbitrario . . .. .. ... ... 104
2.5.1. Potenciales de Liénard-Wiechert . . . .. ... ... ... 104
2.5.2. Campos creados por una carga puntual . . .. ... ... 108
2.5.3. Distribucién angular de la energfa radiada . . . . . . . .. 115
2.5.4. Férmula de Larmor . . . . . .. ... ... L. 126



INDICE GENERAL Ix
3. Ondas electromagnéticas 129
3.1. Ecuaciéndeondas . . . .. ... .. ... 129
3.2. Ondas armonicas . . . . . . . . . o 133
3.2.1. Ondas arménicas planas . . . . . . . .. ... ... .... 136

3.2.2. Propagacién en medios sin pérdidas . . . . .. ... ... 138

3.2.3. Propagacién en buenos dieléctricos . . . . . ... ... 139

3.2.4. Propagacién en buenos conductores . . . .. .. ... .. 141

3.2.5. Resistencia superficial . . . . ... .. ... ... ..... 142

3.3. Velocidad de grupo . . . . . . . . . ... ... 143
3.3.1. Caso particular . . . . .. .. .. ... ... ... ..., 144

3.3.2. Casogeneral . . .. ... .. ... oL 146

3.4. Polarizacion . . . . .. ..o L 149

4. Reflexién y transmisién de ondas planas 153
4.1. Incidencia Normal . . . . .. . ... ... ... ... ....... 154
4.1.1. Caso general de dos medios con pérdidas. . . . . . .. .. 154

4.1.2. Ondas estacionarias . . . . . .. ... ... ... ..... 160

4.1.3. Estructuras multicapa . . . . . . ... .. ... ... 167

4.1.4. Régimen transitorio . . .. ... .. ... ... ... 170

4.1.5. Régimen estacionario. . . . . .. ... ... ... .. 171

4.2. Incidencia oblicua. . . . . . . . ... .o o 177

4.2.1. Campo eléctrico incidente contenido en el plano de inciden-
Cla . v o 180

4.2.2. Campo eléctrico perpendicular al plano de incidencia . . . 184



X INDICE GENERAL

4.3. Relaciones de Fresnel . . . . . . ... ... 0oL 186

4.3.1. Caso N1 < No . . . . . . it 187

4.3.2. Caso N1 > Ns. Reflexion total interna. Ondas superficiales 188

4.3.3. Potencia transmitida y reflejada . . . . . ... ... 193

5. Ondas planas en medios anisétropos 197

5.1. Propagaciéon en medios anisétropos . . . . . . .. ... ... 198

5.1.1. Sistema de coordenadas principales . . . . . . . .. .. .. 200

5.2. Propagacién en cristales anisétropos . . . . . ... ... L. 203

5.2.1. Relacién de dispersion. Cristales uniaxiales . . . . . . .. 207

5.3. Propagacién en plasmas . . . . . .. ... ... 211
5.3.1. Propagacién de ondas arménicas planas en un plasma frio

no magnetizado. . . . .. ... oL oL 213

5.4. Propagacién en un plasma frio magnetizado . . . . . . . . . ... 221
5.4.1. Propagac_ipn paralela y perpendicular al campo magnético

externo By . . . . .. e 225

5.4.2. Resumen de las curvas de dispersién en un plasma frio . . 232

6. Ondas electromagnéticas guiadas 235

6.1. Sistemas de transmisién guiada . . . . .. ..o 235

6.2. Relaciones generales . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 239

6.3. Modos TEy TM . . . . . .. .. . . .. 242

6.3.1. Modos transversales magnéticos (TM) . . ... ... ... 242

6.3.2. Modos transversales eléctricos (TE) . .. ... ... ... 243



INDICE GENERAL XI

6.3.3. Condiciones de contorno para los modos TE y TM en gufas

conductoras . . . . . . ... Lo 244

6.3.4. Frecuenciadecorte. . . .. ... ... .. ... ... 246

6.4. Atenuacién en guias . . . ... ... 249
6.4.1. Pérdidas en el dieléctrico . . . . ... .. .. ... ... 250
6.4.2. Pérdidas en las paredes . . . . . .. ... ... ... 251

6.5. Modos TEM o de lineas de transmisién . . . . . ... ... ... 253
6.5.1. Ecuaciones de la linea de transmisién . . . . . . ... .. 254

7. Guia de ondas rectangular y circular 261
7.1. Guia de ondas rectangular . . . . . . ... ... L. 261
7.1.1. Modos TM en una gufa rectangular . . . . .. ... ... 262
7.1.2. Modos TE en una gufa rectangular . . . . . .. ... ... 264
7.1.3. Frecuencias de corte en una gufa de ondas rectangular . . 267
7.1.4. Modo dominante TEg . . . . . . ... ... ... .... 268
7.1.5. Atenuacién en guias de ondas rectangulares . . . . . . . . 270

7.2. Gufa deondas circular . . . . . ... ... oL 273
7.2.1. Modos TM en una gufa de ondas circular . . . ... ... 273
7.2.2. Modos TE en gufas de ondas circulares . . .. ... ... 277
7.2.3. Frecuenciadecorte. . . .. .. ... .. ... ... ... 279
7.2.4. Atenuacién en gufa de ondas circulares . . . . ... .. .. 280
7.2.5. Linea coaxial. Propagaciéon de modos TEy TM . . . . . . 281

7.3. Cavidades resonantes . . . . . . . .. ... L. 283
7.3.1. Cavidad resonante rectangular. Modos TE,,,;, . . . . . . . 284



XI INDICE GENERAL
8. Lineas de transmisién 289
8.1. Propagacién de ondas arménicas . . . . . . .. ... ... 290
8.2. Lineaideal . . . .. . .. .. .. 293
8.2.1. Coeficiente de reflexién . . . . . . ... ..o 296
8.2.2. Analogia entre lineas de transmisién e incidencia normal . 300
8.2.3. Potencia y energia en lineas sin pérdidas . . . . . . . . .. 300
8.3. CartadeSmith . . . . . ... ... ... ... .. ... ..., 301
8.3.1. Fundamento y construccién de la carta de Smith . . . . . 301
8.3.2. Construccién de la carta de Smith . . . . ... ... ... 302
8.4. Aplicaciones de la carta de Smith . . . . . .. ... ... .. ... 305
8.4.1. Transferencia de impedancias . . . . . .. ... .. .... 307
8.4.2. Razén de onda estacionaria . . . . .. ... ... ... .. 309
8.4.3. Carta de Smith para admitancias . . . . . .. .. ... .. 310
8.5. Adaptacién de impedancias . . . . . . .. ... ... 313
8.5.1. Adaptador cuartodeonda . . . . .. ... ... ... ... 313
9. Teoremas fundamentales 319
9.1. Ecuaciones simétricas de Maxwell . . . . . . ... ... ... .. 319
9.1.1. Variaciones arménicas . . . . . . .. ... L. 327

9.1.2. Campo creado por un elemento infinitesimal de corriente
magnética . . . . ... 328
9.2. Teorema de unicidad . . . . . . . .. ... oL 330

9.2.1. Campo electromagnético con variacién temporal arbitraria 330

9.2.2. Campos armonicos . . . . . . . . .. e 332



INDICE GENERAL Xi
9.3. Teorfa de imdgenes . . . . . . . . . . ... oo 333
9.4. Teorema de reciprocidad de Lorentz . . . . ... ... ... ... 338
9.5. Teorema de equivalencia . . . . . .. ... .. ... ... ... 340

9.5.1. Equivalentede Love . . . .. .. .. ... ... ...... 342

10.Fundamentos de antenas 351
10.1. Introduccién . . . . . . .. oL 351
10.2. Antena dipolo recto de hilo delgado. . . . . . . . ... ... ... 352

10.2.1. Antena de onda viajera de hilo delgado . . . . . ... .. 360
10.3. Analisis en el dominio del tiempo . . . . . . .. ... ... 365

10.3.1. Antena de onda viajera de hilo recto delgado . . . . . . . 366
10.4. Otros pardmetros de antenas . . . . . . .. .. ... .. ... .. 373
10.5. Antenas sobre un plano de tierra . . . . . . . ... ... ... .. 380
10.6. Principio de reciprocidad y antenas . . . . . .. ... .. ... .. 381
10.7. Antenas de abertura . . . . . ... Lo oL 383
10.8. Abertura rectangular . . . . . ... 385
10.9. Abertura rectangular uniforme . . . . .. .. ... .00 389

10.9.1. Abertura rectangular uniforme en una superficie plana conductora
perfecta . . . . ... 399

10.9.2. Abertura rectangular iluminada por una guia rectangular 400
10.10. Agrupacién de antenas . . . . . . ... ... 404

10.10.1 Multiplicacién de diagramas de radiacién. Factor de agru-
Pacidn . . . ..o 406

10.10.2 Agrupacion lineal uniformemente espaciada . . . . . . . . 409



XIv

I

A.

INDICE GENERAL

Apéndices 417
Férmulas y datos titiles 419
A.1. Sistemas de coordenadas . . . . . . ... 419
A.2. Transformacién de coordenadas . . . . . ... .. ... ...... 420
A.3. Operadores vectoriales diferenciales . . . . . . .. ... ... ... 422
A 4. Relaciones entre operadores vectoriales . . . . . . ... ... ... 424
A.5. Teoremas fundamentales del cédlculo vectorial . . . . . . ... .. 425
A.6. Relaciones trigonométricas basicas . . . . . . .. ... 426
A.7. Magnitudes fisicas, unidades y sfmbolos . . . . . ... ... ... 427
A.8. Propiedades de la delta de Dirac . . . . .. ... ... ...... 430
A.9. Constantes fisicas . . . . . . . . ... L o o 431
A.10.Espectro de frecuencias . . . . . . ... ... 432

A.10.1. Nomenclatura IEEE esténdar de las bandas de frecuencia

del RADAR . . . . . .. o 433
A.11.Desarrollo en serie . . . . . .. ... 434
A.12.Transformada de Fourier . . . . . . .. .. .. ... ... .. 435



Prdlogo

Este libro ha surgido de las notas de clase de la asignatura de Electrodina-
mica que he impartido durante varios cursos a los alumnos de iiltimo curso de los
grados de Fisica e Ingenierfa en la Universidad de Granada. En consecuencia su
contenido es fundamentalmente formativo y el tratamiento de los temas introduc-
torio aunque, dado el nivel de los estudiantes a los que va dirigido, se parte de la
base de que el lector estd familiarizado con las ecuaciones de Maxwell y el andlisis
vectorial.

En todo caso debe quedar claro que el objetivo que se persigue no es, ni
mucho menos, reemplazar los excelentes libros que existen sobre electromagnetis-
mo (de los que son ejemplos los citados en la bibliografia incluida al final del
libro y que est4d lejos de ser exhaustiva y a la que habria que anadir los muchos y
buenos articulos, videos y transparencias, que pueden encontrarse en la web) sino
ayudar a los alumnos a seguir mis clases tedricas. Por estas razon el libro esté
organizado y desarrollado de acuerdo a como me gusta explicar los fundamentos
de la radiacién y propagacion del campo electromagnético y que parece haber
tenido cierto éxito entre mis estudiantes. Es precisamente este relativo éxito el
que me ha animado a plasmar mis apuntes en este libro con la esperanza de que
pueda ser también titil a estudiantes de otras universidades. Por otro lado, sirva
también como justificacién mi convencimiento de lo beneficioso que puede ser
para el estudiante conocer como explican o enfocan los mismos conceptos autores
diferentes ya que, aunque a veces solo haya diferencias sutiles en la exposicion,
contexto y razonamientos utilizados, el realizar esta tarea puede ser muy 1itil
para profundizar en el aprendizaje.

El primer capitulo comienza con una breve revision de las ecuaciones
de Maxwell que son las leyes fundamentales que explican las propiedades del
campo electromagnético incluyendo como se relaciona con sus fuentes y, a nivel
macroscépico, analizar su interaccion con la materia caracterizando a esta median-
te los pardmetros constitutivos conductividad eléctrica, o, permeabilidad magné-
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tica, u, y permitividad eléctrica, €. Seguidamente, después de recordar la relacion
de los parametros constitutivos con la estructura microscopica de la materia y el
comportamiento del campo en la frontera de dos medios con diferentes pardmetros
constitutivos, se aplican la leyes de conservacion de la energia y momento al
campo electromagnético y se demuestra que el campo electromagnético transporta
energia y momento cuyas magnitudes pueden expresarse en términos del vector
de Poynting. Como caso particular se presta una atencion especifica al caso
en que los campos varfan armdnicamente con el tiempo y a la descripcién del
comportamiento con la frecuencia de la permitividad eléctrica de los materiales.
Finalmente se define y explica el significado del vector complejo de Poynting.

El segundo capitulo estd dedicado al estudio de la que puede considerarse
la consecuencia mds importante de las ecuaciones de Maxwell, esto es, la radiacién
electromagnética o, lo que es equivalente, la generacion de ondas electromagnéticas,
considerdandose al mismo nivel el andlisis en el dominio del tiempo y en el de
la frecuencia. Se explican los fundamentos de la radiacién y no se analizan
sistemas especificamente diseniados para radiar ondas electromagnéticas como
son las antenas ya que este es un tema que, a nivel introductorio, de deja para el
iltimo capitulo. El haber elegido explicar la radiacion de ondas electromagnéticas
antes de estudiar su propagacion se debe a que, de acuerdo con mi experiencia,
v a este nivel, al estudiante le resulta mds confortable estudiar la propagacién de
ondas electromagnéticas si ya conoce previamente como se generan y como estian
relacionadas con las fuentes que las producen. Con este objetivo se comienza
introduciendo las magnitudes auxiliares potencial escalar eléctrico, ®, y vectorial
magnético, A, alas que, una vez impuesta la denominada condicién de Lorenz,
es posible relacionar con sus fuentes mediante un par de ecuaciones de ondas
no homogéneas desacopladas cuya soluciones, obtenidas mediante el método de
Green, vienen dadas por los valores retardados de ® y A A partir de estos
potenciales retardados se procede al cdlculo de las expresiones de los campos
que crean una distribucién acotada de fuentes que varian arbitrariamente con
el tiempo. Una vez calculados los campos, de entre sus componentes, se presta
especial atencion al término de radiacién que es el que se propaga, alejandose
de sus fuentes, en forma de onda electromagnética y se demuestra que estos
campos de radiacién pueden ser expresados, mediante un desarrollo multipolar,
como la suma de los campos individuales creados por cada uno de los momentos
multipolares eléctricos y magnéticos de la distribucién de fuentes original. La
iltima parte del capitulo estd dedicada a la obtencion de las expresiones generales
de los campos electromagnéticos creados por particulas cargadas con trayectorias
y velocidades arbitrarias para, de nuevo, prestar especial atencién a los campos
de radiacién. A partir de las expresiones generales de los campos de radiacion
se analizan con cierto detalle los dos casos particulares en los que los vectores
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velocidad y aceleracién son paralelos o perpendiculares. Estos casos resultan de
gran interés en la fisica de particulas de alta energia, astrofisica, medicina etc.

El tercer capitulo estd enfocado al andlisis de la propagacion de ondas en
un medio ilimitado lineal, isétropo y homogéneo libre de fuentes. Dado que un
estudio general de la propagacion de ondas estd mas alld de las intenciones de
este libro, se consideran iinicamente soluciones del tipo ondas planas las cuales
constituyen una buena aproximacion a grandes distancias de las fuentes donde
en regiones suficientemente pequenas cualquier frente de ondas puede ser tratado
como una onda plana. Dado que todo medio con pérdidas es intrinsecamente
dispersivo, al final del capitulo se introduce el concepto de velocidad de grupo
como velocidad que, cuando se cumplen las condiciones de su validez, representa
la velocidad a la que se propaga la energia de un paquete de ondas.

Una vez estudiada la propagacién de ondas planas, en el capitulo cuarto se
analiza que es lo que sucede cuando tales ondas inciden normal u oblicuamente
sobre la superficie de separacién, que se supone plana e indefinida, de dos medios
lineales homogéneos e isétropos con pardametros constitutivos diferentes. A pesar
de su simplicidad, este estudio resulta fundamental para poder interpretar los
resultados obtenidos por cualquier método, ya sea experimental, tedrico o numé-
rico, en problemas més complejos. En el caso de la incidencia normal se analizan
las estructuras multicapas asi como el proceso transitorio que tiene lugar antes
de que se alcance el régimen estacionario.

En el capitulo quinto se analiza la propagacién de ondas armodnicas planas
en medios que presentan un comportamiento dieléctrico anisétropo como son los
materiales cristalinos y plasmas magnetizados. En los materiales cristalinos la
causa de la anisotropia estd asociada a la estructura interna del cristal mientras
que en el plasma la anisotropia aparece cuando este estd inmerso en un campo
magnético externo. La propagacién de ondas en cristales anisétropos presenta
muchas e importantes caracteristicas cuya aplicacion tiene gran importancia en
el disenio de dispositivos electromagnéticos tanto épticos como en otras regiones
del espectro. El capitulo estd dividido en tres apartados: en el primero se hace una
introduccion general de las caracteristicas de las ondas planas que se propagan
en medios anisétropos, en el segundo se tratan la propagacion en cristales y
finalmente en el tercero la propagacién en plasmas. Los dos tltimos apartados
son préacticamente independientes de forma que el lector interesado en solo uno
de los dos casos puede omitir el otro. Por lo que respecta a la propagacién de
ondas electromagnéticas en plasmas, se utiliza el modelo lineal de plasma frio poco
denso denominado modelo lineal de dos fluidos en los que la energia cinética de las
particulas que lo constituyen es baja y la presién y otros efectos térmicos pueden
ser despreciados junto con las colisiones entre iones y electrones. El estudio de
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la propagacion de ondas en plasmas es fundamental, entre otros campos, en
astrofisica y radiocomunicaciones.

Los capitulos sexto, séptimo y octavo estdn dedicados a introducir los
fundamentos de la propagacién de ondas guiadas. Aunque las estructuras de
estos sistemas de transmision pueden ser muy diferentes, en general presentan
la caracteristica comiin de que tanto la geometria de su seccién transversal
como sus pardametros constitutivos no cambian en le direccién en la que se
propaga la onda durante el suficiente niimero de longitudes de ondas para que
pueden analizarse como si fuesen de longitud infinita y despreciarse los efectos
de borde. En el capitulo sexto se desarrolla la teorfa general de las guias de
ondas formadas por un tubo conductor por cuyo interior, constituido por un
tinico dieléctrico, se propagan ondas electromagnéticas del tipo TE y TM, y se
analizan los fundamentos de las denominadas lineas de transmisién formadas
por un tnico dieléctrico y dos conductores y por las que se pueden propagar,
ademads, de ondas TE y TM las ondas tipo TEM. En el capitulo séptimo se
estudian dos tipos concretos de gufas, la rectangular y la cilindrica, incluyendo
una breve introduccién al concepto de cavidad resonante, y en el octavo se analiza
la propagacién de ondasTEM en lineas de trasmision incluyendo los fundamentos
del método gréfico basado en la carta de Smith.

En el noveno capitulo se introducen las ecuaciones simétricas de Maxwell
y se explican teoremas fundamentales del electromagnetismo como son el de
unicidad, reciprocidad y equivalencia, los cuales tienen gran importancia en el
electromagnetismo tedrico y aplicado.

En el capitulo décimo se abordan los fundamentos de las antenas como
dispositivos especificamente disefiados para radiar o recibir energia electromag-
nética de la forma mds eficiente posible. Concretamente se analizan aspectos
bésicos relacionados con las antenas de hilo, de abertura y las agrupaciones de
antenas. Aunque lo habitual es enfocar el andlisis de las antenas bajo el supuesto
de que su excitacién es mediante una senal armonica, en casos sencillos es posible
realizar el andlisis en el dominio del tiempo considerando que la excitacién es
una senal con dependencia temporal arbitraria. En este capitulo se dedica una
seccion a este tipo de andlisis ya que ofrece una perspectiva diferente que ayuda
a comprender mejor los mecanismos implicados en la radiacion de las antenas.

Obviamente el contenido del libro debe complementarse con una seleccién
de ejercicios y problemas, incluyendo simulaciones numéricas, que sirvan para
aclarar ideas y conceptos asi como para aplicar lo que se ha aprendido con objeto
de motivar al alumno. EI hecho de que estos ejercicios no se hayan incluido en el
libro se debe a que, como se ha comentado previamente, su objetivo principal es
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ayudar a seguir las clases tedricas.

En los apéndices se han incluido unas tablas con férmulas y datos titiles
que pueden ayudar al lector en algunos de los desarrollos que se realizan a lo largo
del libro. También se incorpora una bibliografia que, aunque no es exhaustiva,
puede ayudar a extender, profundizar o aclarar conceptos. Esta bibliografia estd
divida en varios grupos que no son necesariamente disjuntos.
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Consideraciones finales:

Este texto no se habria llevado a término sin CCL y el objetivo de ayudar
a mis alumnos a seguir las clases online durante el confinamiento que nos hemos
visto obligados a soportar durante los cursos 2019-2020 y 2020 -2021 debido a la
pandemia COVID 19. Sirva esta circunstancia como fundamento para dedicar el
libro a aquellos alumnos, colegas y familiares que hayan sufrido de alguna u otra
forma esta pandemia.

Mi agradecimiento a todos los miembros de mi grupo de investigacion,
Bernardo, Amelia, Salva y Mario por lo que humana y cientificamente me han
aportado durante los anos que hemos trabajado juntos.

Finalmente quiero senalar que cualquier comentario o sugerencia por parte
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Capitulo 1

Breve revision de las
ecuaciones macroscopicas de
Maxwell

1.1. Ecuaciones macroscépicas de Maxwell

La teorfa general del campo electromagnético, incluyendo su interaccion
con la materia, estd basada en las ecuaciones de Maxwell que constituyen un
conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales acopladas, en derivadas parciales de
primer orden, que relacionan las variaciones espaciales y temporales de los campos
eléctricos y magnéticos con sus fuentes escalares (a través de la divergencia) y
vectoriales (a través del rotacional)® [1].

Las ecuaciones de Maxwell se formulan usualmente en forma diferencial, es
decir, como relaciones puntuales de los campos con sus fuentes (ecuaciones (1.1)).
Sin embargo también pueden formularse en forma integral como relaciones entre
los campos y sus fuentes en una regién acotada del espacio (ecuaciones (1.2)). La
relacion entre ambas formulaciones estd basada en los teoremas de la divergencia
(A.19) y de Stokes (A.24). En medios estacionarios?, las ecuaciones de Maxwell

'De acuerdo con el teorema de Helmholtz (teorema fundamental del célculo vectorial), [2],
un campo vectorial K estd univocamente determinado por sus fuentes escalares (su divergencia)
y vectoriales (su rotacional) si estas se conocen en todo el espacio y tienden a cero cuando la
distancia r — oo al menos como 1/r"™ con n > 1.

*En un medio estacionario todas las magnitudes fisicas se evalian en un sistema de referencia
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en su forma diferencial e integral son

Forma diferencial de las ecuaciones macroscépicas de Maxwell

V-D(Ft) = p(7t) (Ley de Gauss) (1.1a)
V.B(7,t) = 0 (Ley de Gauss del campo magnético) (1.1b)
. B(7.
V x E(f)t) = —% (Ley de Faraday) x (1.1c)
. - OD(7,1)

Vx H(rt) = J(rt)+ (Ley general de Ampére) (1.1d)

ot

Forma integral de las ecuaciones macroscépicas de Maxwell

]{ B ) -ds — / pdv = Q(#) (Ley de Gauss) (1.22)
S \%
?{ B(7,t)-d5 = 0 (Ley de Gauss del campo magnético) (1.2b)
S
- o B(7,t
f{ E(Ft)-dl = — / 9B(Y) | iz (Ley de Faraday) (1.2¢)
T s Ot
- D(7,
H(r,t)-dl = /(J(F, t) + W) -ds (Ley general de Ampére)
T S

(1.2d)

donde, (figura (1.1)), de acuerdo con el teorema de la divergencia el simbolo ¢
en (1.2a) representa una integral de superficie extendida a la superficie cerrada S
que delimita un volumen V' . Por otro lado, de acuerdo con el teorema de Stokes,
el sfmbolo fF representa una integral curvilinea a lo largo de la linea cerrada I'
del contorno que limita la superficie abierta S estando el sentido de recorrido
de la curva y el sentido del vector d§ relacionados mediante la regla de la mano
derecha.

En general las magnitudes en las ecuaciones (1.2) y (1.1) son funciones
arbitrarias de la posicién (7) y del tiempo? (t). La definicién y unidades de estas
magnitudes son:

en el que tanto el observador como todas las superficies y volimenes permanecen en reposo. Las
ecuaciones de Maxwell para medios en movimientos se pueden estudiar en términos de la teoria
especial de la relatividad.

3Normalmente a lo largo del libro, con objeto de simplificar la notacién, no se indicard
explicitamente la dependencia espacial y temporal de las magnitudes a menos que se considere
necesario enfatizarlo.
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E = Intensidad del campo eléctrico (Voltios/metro; V m—1)

B = Densidad de flujo magnético (Teslas (T))* o Webers/metro? (Wb

—

D = Desplazamiento eléctrico (Culombios/metro cuadrado; C m~2)

H = Intensidad de campo magnético (Amperios/metro; A m™1)

Q = Carga libre neta dentro de una superficie cerrada® (Culombios; C)
p = Densidad de carga libre (Culombios/ metro ctibico; C m™3)

J = Densidad de corriente de cargas libres (Amperios/metro cuadrado A
—2
m—-).

La denominacién de ecuaciones macroscépicas de Maxwell (en lo que sigue
simplemente ecuaciones de Maxwell) se debe a que en ellas solo aparecen valores
macroscépicos de los campos y, explicitamente, solo densidades macroscopicas de
carga libre, p(7,t), es decir cargas que son libres de moverse dentro de un medio
dado dando lugar a densidades de corriente libre, J{ (r,t). La contribucién de las
densidades macroscopicas de cargas y corrientes, ligadas a los 4&tomos y moléculas
del medio, estd implicitamente incluida en las magnitudes auxiliares D y H las
cuales estdn relacionadas con los campos eléctricos y magnéticos E y B a través
de las denominadas ecuaciones constitutivas del medio (apartado (1.2.1)).

Las ecuaciones de Maxwell (1.1a), (1.1c), (1.1d)%, o sus formulaciones en
forma integral, (1.2a), (1.2¢), (1.2d), se conocen normalmente por el nombre de
los cientificos que las dedujeron. Por otro lado, por su similitud con (1.1a), la
ecuacion (1.1b) se denomina frecuentemente ley de Gauss del campo magnético.
Lo mismo ocurre para su formulacién integral (1.2b)).

En su conjunto las cuatro ecuaciones (1.1), o (1.2), se conocen como ecua-
ciones de Maxwell debido a que fue él quien las completé anadiendo a la formula-

1E] Tesla es una magnitud excesivamente grande para los valores habituales del campo
magnético encontrados en la préctica. Por ello se suele utilizar en su lugar el gauss, G, que es
la unidad del campo magnético en el sistema cegesimal de unidades (CGS), siendo 1T= 10*G.

®Se considera carga libre aquella que puede moverse libremente en el interior de un material.
Por el contrario carga ligada es la que solo puede desplazarse distancias microscépicas debido a
sus fuertes enlaces atémicos y moleculares.

SRealmente la ecuacién (1.1d), como se comenta més adelante, fue deducida por Ampeére de
forma incompleta ya que solo contenia el primer sumando del segundo miembro de la igualdad.
La forma completa se debe a Maxwell.
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cion original de Ampeére, V X H (r,t) = J (7,t), el concepto de corriente de
desplazamiento, oD /Ot, como fuente adicional del campo H. Aunque la corriente
de desplazamiento tiene las mismas dimensiones que la densidad de corriente su
naturaleza es completamente diferente ya que no lleva asociada movimiento de
carga. Su inclusién en las ecuaciones de Maxwell es de una enorme trascendencia
pues resulta fundamental para predecir la existencia de ondas electromagnéticas
autosostenidas que pueden propagarse sin necesidad de un soporte fisico a través
del espacio vacio a una velocidad constante c. Las ondas electromagnéticas funda-
mentan la interaccién remota entre cargas y corrientes y ponen de manifiesto la
profunda interrelacién entre el campo eléctrico y magnético, estableciendo que
ambas magnitudes conforman conjuntamente el campo electromagnético.

El concepto de corriente de desplazamiento es también fundamental para
deducir, de (1.1d), la ecuacién de continuidad

VJ=—— (1.3)

que establece el principio bdsico de conservacién de la carga cuya formulacién

integral es
- d
fj.dé’: _dQ (1.4)
S

donde @ es la carga libre total contenida dentro de la superficie S.

La conexién entre electromagnetismo y mecdnica viene dada por la ley
empirica, denominada de densidad de fuerza de Lorentz, que expresa que la
densidad de fuerza, f (N m’?’), que ejerce un campo electromagnético sobre una
densidad volumétrica de carga p moviéndose a una velocidad o es

—

f=p(E4+a@xB)=pE+JxB (1.5)

donde
J = pu (1.6)

representa la densidad de corriente en términos de la velocidad media de arrastre
de las particulas en el elemento diferencial de volumen considerado’. La fuerza
de Lorentz total F ejercida sobre la carga contenida en un volumen V se calcula
integrando f sobre ese volumen. En el caso de una particula de carga ¢ la fuerza

"En general, cuando existen mas de un tipo de particulas la densidad de corriente se define
como J =), p;u; donde p; y u; representan la densidad de carga por unidad de volumen y la
velocidad media de arrastre de las cargas de clase ¢ respectivamente.
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total ejercida sobre ella es
F=¢q(F+1uxB) (1.7)

Las ecuaciones de Maxwell junto con la fuerza de Lorentz constituyen las leyes
de la fisica cldsica, que, a nivel macroscépico, explican y predicen todos los
fenémenos electromagnéticos relacionados con la interaccién a distancia de cargas
y corrientes a través del campo electromagnético que ellas mismas generan.

De la ecuacién (1.7) se deduce que el trabajo W realizado por un campo
electromagnético sobre una densidad de carga volumétrica p en un volumen dv
y en un intervalo temporal dt es

dW = f - @dtdv = p(E + @ x B) - ddtdv = pE - ddtdv = E - Jdtdv ~ (1.8)

trabajo que se transforma integramente en energia calorifica cedida al medio.
Como consecuencia, la potencia P, (Wm™3) que, por unidad de volumen, el
campo electromagnético suministra a la distribucién de carga es

P AW

P, = =
dv dtdv

—E.J (1.9)

Relacién que constituye la denominada ley de Joule.

1.2. Significado de las ecuaciones de Maxwell

En lo que sigue se comenta brevemente el significado de cada una de las
ecuaciones de Maxwell ([2]-[10]; [13]; [17]).

La ley de Gauss para el campo eléctrico, en su forma diferencial (1.1a) o
integral (1.2a), es consecuencia directa de la ley de Coulomb que establece que
la fuerza de interaccién entre cargas depende de =2 siendo r la distancia entre
ellas. En su forma diferencial, la divergencia del vector desplazamiento Desla
densidad volumétrica de carga electrlca p la cual constituye, por tanto, la fuente
escalar o sumidero del campo D. Esto es, las lineas de campo D comienzan en
las cargas positivas (p > 0) y terminan en las negativas (p < 0). Por otro lado,
en su forma integral, la ley de Gauss iguala el flujo neto del vector campo D a
través de una superficie cerrada S, que puede ser real o matemdtica (ver figura
(1.1)), con la carga libre neta () dentro de esa superficie.

La ley de Gauss para el campo magnético, (1.1b) o (1.2b), establece que
este campo es solenoidal, es decir, que su divergencia es nula y que por tanto no
existen en la naturaleza fuentes escalares (cargas magnéticas o monopolos) del
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(b)

Figura 1.1: a) Superficie cerrada S que limita al volumen V. b) Linea cerrada I" que
limita la superficie abierta S. La direccién del elemento de superficie dS estd asociada
a la regla de la mano derecha: el pulgar de la mano derecha apunta en la direccién d§
y el resto de los dedos indica el sentido de la integral de linea en el contorno I'.

campo magnético B (ver apartado (9.1)). En otras palabras, no existen fuentes
o sumideros donde nazcan o terminen las lineas de campo magnético é, lo que
implica que las lineas de B son cerradas. Este hecho se traduce, en su formulacién
integral, en que el flujo neto de B través de una superficie cerrada serd nulo.

La ley de Faraday, (1.1c) o (1.2c), establece que un campo magnético
variable con el tiempo es fuente vectorial de E y por tanto genera un campo
eléctrico no conservativo (V x E # 0) cuyas lineas de campo son cerradas. En
su forma integral la ley de Faraday indica que la variacién temporal de flujo
magnético a través de una superficie abierta S limitada por la linea cerrada
I, (figura 1.1), genera una fuerza electromotriz cuyo valor es la integral de la
componente tangencial del campo eléctrico inducido a lo largo de la linea I'. La
integral de linea en el contorno I' debe ser consistente con la direccién del vector
elemento de superficie ds de acuerdo con la regla de la mano derecha. Por otro
lado, el signo menos en (1.1c) y (1.2¢) se debe a que el campo eléctrico inducido, si
actuase sobre cargas, produciria una corriente que a su vez generaria otro campo
B que se opondria al original, y por lo tanto darfa lugar a una disminucién del
cambio de flujo magnético (ley de Lenz).

La ley general de Ampeére, (1.1d) o (1.2d), constituye otra conexién entre
el campo eléctrico y el magnético distinta a la de Faraday que completa el
acoplamiento entre ambos campos. Establece que la fuente vectorial de H no
solo es la densidad de corriente libre J sino también la densidad de corriente
de desplazamiento D /Ot que, como fuente de H, juega un papel similar al de
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OB /0t como fuente de E. En su forma integral, ecuacién (1.2d), el miembro de la
izquierda de la ley general de Ampére representa la circulacién de la intensidad
de campo magnético a lo largo de un linea cerrada arbitraria I', mientras que el
miembro de la derecha es la suma del flujo de las densidades de corriente J y
oD /Ot a través de cualquier superficie abierta limitada por I' (figura 1.1).

1.2.1. Ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones de Maxwell (1.1) en su formulacién denominada microsc6pi-
ca pueden escribirse sin necesidad de usar las magnitudes auxiliares D y H, como

VB - LweDl (1.10a)
€0
V-B(Ft) = 0 (1.10b)
. B(F
v By = 2B (1100
_ B B(7
VXB(F’t) = MOJmic(ﬁt)‘l‘ﬂosow (1.10d)

donde g9 = 1072/(367) (Faradio/metro; F m~!) y y1y = 4710~" (Henrio/metro; H
m~!) son las constantes denominadas permitividad y permeabilidad de espacio
libre respectivamente. El subindice mic indica que en el valor de p y J estd
incluida de forma individual todas las contribuciones microscépicas tales como
electrones, iones etc., tanto libres como ligados® ([19]-[21]). Ahora bien, aunque
estas ecuaciones son generales resultan obviamente inmanejables a la hora de
abordar problemas tales como la interaccién de un campo electromagnético con
un medio material. Por ello, para eludir esta situacién, se hace absolutamente
necesario desarrollar modelos macroscépicos que, basdndose en métodos estadis-
ticos, permitan definir funciones continuas que soslayen el problema de la natura-
leza discreta de la materia. Estos modelos macroscépicos permiten sustituir las
ecuaciones microscépicas (1.10) por las macroscépicas (1.1) en las que solo apare-
cen explicitamente como fuentes de campo las funciones densidades de carga
y de corriente libre, haciendo asequible el estudio de la interacciéon del campo
electromagnético con objetos materiales.

Para pasar de la descripcién microscépica a la macroscopica lo que se hace

8 A nivel microscépico, la fuentes puntuales se expresan como funciones densidad mediante
la funcién delta de Dirac. Por ejemplo una carga puntual ¢ situada en la posicién 7 se expresa
como una densidad de la forma p(7) = ¢6(7 — 7).
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es promediar el comportamiento de las propiedades atémicas y moleculares, que
a distancias atémicas fluctian enormemente, en volimenes Av suficientemente
grandes a nivel microscépico como para que contengan un gran nimero de dtomos
y moléculas pero que, al mismo tiempo, sean macroscépicamente lo suficientemente
pequenos como para poder definir con precisién una funcién espacial continua de
densidad de fuentes. Como resultado de este promedio, las propiedades electro-
magnéticas de la materia pueden describirse mediante tres pardmetros macroscé-
picos, permitividad eléctrica ¢, permeabilidad magnética p, y conductivi-
dad eléctrica o, que permiten la enorme simplificacién de poder tratar la
materia como un continuo y prescindir de su naturaleza discreta. Los pardmetros
€, It, y 0 se denominan parametros constitutivos del medio y sus valores y
caracteristicas dependen de la estructura atémica y molecular de ese medio.

La derivacion de los pardmetros constitutivos de un medio a partir de sus
propiedades microscépicas es, en general, un proceso complejo que puede requerir
modelos moleculares cudnticos y el uso de la fisica estadistica para describir su
comportamiento colectivo. Sin embargo en la mayoria de las situaciones précticas
es posible obtener muy buenos resultados usando modelos moleculares simplifica-
dos basados en el hecho de que, en primera aproximacién, la interaccién de una
molécula con un campo eléctrico o magnético puede describirse por su momento
dipolar eléctrico o magnético respectivamente”.

Vector polarizacién

De acuerdo a lo que se acaba de comentar, se describe el comportamiento
de la materia en presencia de un campo eléctrico mediante la magnitud vectorial
macroscépica P (Cm™2), denominada vector polarizacién y definida como el valor
medio del momento dipolar molecular por unidad de volumen

ZNAU ﬁ
P= lim =o=1 -7 (1.11)
Av—0 Av
donde Av es un volumen macroscépicamente infinitesimal que contiene N dtomos
o moléculas por unidad de volumen cuyos momentos dipolares individuales son

9Si una distribucién localizada de carga p(r’) confinada en una regién finita del espacio
V', tiene una carga total nula, como es el caso de dtomos y moléculas, entonces, en primera
aproximacion, su interacciéon con un campo eléctrico externo puede describirse en términos de
su propiedad intrinseca denominada momento dipolar, p' = fv’ 7 p(r')dv’. De igual forma, la
interaccién de un campo magnético con una distribucién acotada de densidad de corriente,
f(r'), puede describirse en primera aproximacion en términos de su momento dipolar magnético
m=1/2[7 x J(7)dv'.
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Pn (n=1,...,N).

Como se sabe de la electrostatica, a efectos del cdlculo del campo eléctrico
en un punto interior de una distribucién volumétrica de momentos dipolares,
dicha distribucién es equivalente a un conjunto de cargas, denominadas cargas

de polarizacién de densidad volumétrica!” Pp

p,=-V-P (1.12)

Por tanto, en general la densidad de carga total p,,, en un punto serd la suma de
la libre p més la ligada p,, y (1.10a) se transforma en
4 +
V.G Po _ PP (1.13)
€0 €0
o, haciendo uso de (1.12)
V-(eoE+P)=p (1.14)

Definiendo la magnitud auxiliar vector desplazamiento D
D=ekE+P (1.15)
se obtiene la ecuacién (1.1a).

La relaciéon entre P y E es en general complicada pero para muchos
materiales, denominados medios lineales e isétropos, P puede considerarse colineal
a Iy, si el campo eléctrico no es muy intenso, proporcional al mismo. Esto se

expresa mediante la igualdad
P =c¢ox . E (1.16)

donde x, es un pardmetro macroscoépico adimensional, llamado susceptibilidad
eléctrica del medio, que determina la capacidad del medio dieléctrico a ser
polarlzado Es de observar que esta relacién supone considerar que la polarizacion
P del medio al aplicar el campo E es instanténea.

En estas condiciones sustituyendo (1.16) en (1.15), se tiene
D= (1+yx.)ekE (1.17)
que puede escribirse en forma mds compacta, como

—

D =¢cpe,E =<cE (1.18)

10Fn las superficies que separan distintos materiales habria que tener también en cuenta una
densidad superficial de carga de polarizacién.
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donde
er=14x, (1.19)
y
€ = €0Er (1.20)

son la permitividad relativa (adimensional) y permitividad del medio (F
m~1) respectivamente.

Procesos de polarizacién

La polarizacién de un material dieléctrico puede tener lugar basicamente
mediante cuatro procesos diferentes que pueden presentarse simultdneamente:
electrénico, i6nico, molecular e interfacial. La figura (1.2) muestra de forma
esquematica cada uno de estos tipos de polarizacién que describimos brevemente
a continuacién.

Mecanismos de polarizacion

E=0 E#0

= Electronica

e—@—e I6nica e/@\e

Orientacional °/®\9
I ‘ Interfacial *

Figura 1.2: Esquema de los diferentes mecanismos de polarizacién. Es de observar que el

sentido del campo eléctrico aplicado se ha supuesto dirigido hacia arriba. En la préctica
pueden estar presentes al mismo tiempo diferentes tipos de polarizacion.





