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Prefacio

Las cosas se deberian explicar de la forma mds sencilla posible, pero no mds sencilla aiin.
(A. Einstein)

Se cuenta que alrededor de 1920 en la Royal Society un fisico saludé al astrofisico britani-
co Arthur Eddington como “una de las tres personas en el mundo que entendia la teoria de la
relatividad”. Cuando este respondié “Pues, no sé...”, el fisico (cuyo nombre Eddington delibera-

damente nunca reveld) insistié “;No sea modesto, Eddington!”, a lo que el astrofisico respondio:
i
1Al contrario! Me pregunto quién podria ser el tercero...”

Aunque es posible que la anécdota sea histéricamente correcta, la afirmacién de Eddington
ciertamente no lo era, ni ahora, ni entonces. Prueba de ello es la gran cantidad de fisicos que se
han puesto a trabajar en la relatividad general y el niimero de soluciones que fueron halladas
en los afos inmediatamente después de la publicacién de la teorfa en 1915: la accién de Hilbert
(1915), los agujeros negros de Schwarzschild (1916) y Reissner-Nordstrom (1916 y 1918), el es-
pacio de De Sitter (1917), la solucién de Lense y Thirring (1918), los modelos cosmolégicos de
Friedmann (1922) y Lemaitre (1927), la onda gravitacional de Brinkmann (1925), las compactifi-
caciones de Kaluza y Klein (1921 y 1926), ...

Atn asi, la teoria de la relatividad siempre ha tenido fama de contraintuitiva y tremenda-
mente dificil. Esta fama, en mi opinién, es solamente justificada hasta cierto punto. La teoria de
la relatividad especial forma parte del curriculum estandar de cualquier estudiante de fisica en
los primeros afios de la carrera. La relatividad general es mds dificil y la suelen estudiar solo los
estudiantes que se especializan en fisica tedrica.

Sin embargo, conviene distinguir dos partes dentro de la relatividad general: una parte fisica,
que describe las ideas basicas de la teoria, y una parte matematica, que nos da el formalismo con
el cual describir la fisica. La dificultad de la relatividad general esta en la parte matematica, ya
que contiene analisis tensorial y geometria diferencial, temas que el tipico estudiante de fisica no
encuentra en su curriculum, a no ser que vaya a estudiar relatividad general. Por otro lado, la
parte fisica es relativamente sencilla, no siendo en el fondo nada més que llevar hasta sus tltimas
consecuencias logicas unos pocos principios basicos. Segin Rutherford “una buena teoria fisica
se le puede explicar a una camarera en un bar”. En mi opinién (la parte fisica de) la relatividad
general satisface esta condicion (con suficiente tiempo disponible).

En este libro he intentado mantener el equilibrio entre estas dos partes, puesto que creo que
las dos son igual de importantes: sin la matematica es imposible alcanzar un nivel que vaya mas
alla de los numerosos libros de divulgacién sobre relatividad. Por otro lado, sin la parte fisica uno
estaria haciendo basicamente geometria diferencial a un nivel que lo podia haber hecho Riemann
en el siglo XIX y se perderia unos profundos principios sobre la equivalencia de observadores y
la estructura del espaciotiempo.

Como fisico teérico formal, estoy muy interesado en la interaccién de la fisica y las mate-
maticas. Personalmente, me gusta ver por un lado cémo la consistencia matematica obliga a la
Naturaleza a ser de cierta manera, y por otro lado cémo la Naturaleza realiza algunos conceptos
matemdticos aparentemente abstractos en ciertas configuraciones fisicas. Un ejemplo del primero
es el hecho de que la Teoria de Maxwell estd completamente determinada, exigiendo solamente
simetria Lorentz e invariancia gauge. Un ejemplo del segundo es el caracter tensorial de la con-
ductividad de un cristal anisétropo, o el efecto Aharonov-Bohm, que usa la topologfa no trivial
del espacio.

Es inevitable que esta visién quede reflejado en el libro. Aparte de ser riguroso cuando es
necesario, se ha intentado apelar a la intuicién fisica e incluso cultivar una nueva intuicién re-
lativista (o en su caso cudntica), basada en el formalismo matematico. Es una fuerte convicciéon



personal que dominar los dos lenguajes es una enorme ventaja. No solo permite oportunamente
abordar cada problema como fisico o matematico, segtin mejor convenga,! sino que ayuda a dar-
se cuenta de que en realidad las dos partes no son mas que dos caras de la misma moneda. Al
fin y al cabo, las tinicas preguntas con una respuesta objetiva son preguntas matematicas, pero el
significado y la interpretacion de esas respuestas, es fisica.

Empecé a escribir este libro hace 17 aflos como unos apuntes de clase para la asignatura de
Relatividad General de la (entonces) Licenciatura de Fisica en la Universidad de Granada. Cuan-
do versiones de estos apuntes (que corresponden mds o menos con los primeros 12 capitulos del
libro actual) empezaron a circular por internet, se me ocurri6 afiadir algunos capitulos mas y
convertirlo en un libro de texto. Al final, el temario casi ha triplicado el material original.

El libro empieza a nivel de tercero del grado de Fisica, con un repaso de la Teoria de Maxwell
y de la Mecénica Analitica cldsica, y va introduciendo la Relatividad Especial, la Geometria Di-
ferencial y la Relatividad General de manera sistematica. Los capitulos afiadidos a los apuntes
originales son temas mas avanzados, que normalmente se tratan en cursos a nivel de master y
doctorado. Aun asi, se ha hecho un esfuerzo de procurar que el libro fuera autocontenido y de
mantener la continuidad entre las distintas partes y capitulos.

Hay cientos de libros de texto sobre Relatividad General, cada uno con su propio estilo y
angulos de enfoque, la gran mayoria en inglés. Espero que el hecho de este esté escrito en espariol
y mi enfoque personal del campo, resulte ttil a los estudiantes y a otros interesados en el campo.

Bert Janssen,
Granada, 12 de mayo 2021

TEn un tipo de invariancia gauge fisico-matematico.

16



Parte 1

El Principio de la Relatividad y la
Relatividad Especial
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Capitulo 1

Breve repaso a la teoria de Maxwell

La teoria de la Relatividad Especial debe su origen a las ecuaciones de Maxwell del campo
electromagnético.
(A. Einstein)

La teoria de Maxwell de las interacciones electromagnéticas siempre ha tenido una relacién
muy estrecha con la Teorfa de la Relatividad. Aunque data de unos 40 afios antes de que Eins-
tein presentara su Relatividad Especial, ya llevaba algunas de las caracteristicas de esta, como el
hecho de que la velocidad de la luz sea una cantidad absoluta y la invariancia bajo las transfor-
maciones de Lorentz. La teoria de Maxwell encaja tan extraordinariamente bien en la Relatividad
Especial (y con unas ligeras modificaciones en la Relatividad General), que servird en numerosas
ocasiones como ejemplo concreto o prueba de técnicas que encontramos a lo largo de este cur-
so. Por lo tanto merece la pena repasar brevemente los aspectos mds importantes de la teorfa de
Maxwell en lenguaje tridimensional.

1.1. El limite a los sistemas continuos

La teorfa de Maxwell es una teoria de campos, es decir una teoria con infinitos grados de liber-
tad. El concepto de un campo fisico fue introducido por Michael Faraday (1791-1869), que habia
observado que el serrin metélico se agrupaba segun filamentos en la proximidad de cargas eléc-
tricas e imanes. Faraday se imaginaba que las cargas y los imanes generaban campos eléctricos y
magnéticos que se extendian por el espacio y que estos actuaban a su vez sobre otras cargas e ima-
nes. De esta manera, Faraday consigui6 eliminar el problema de la accién a distancia, tan tipico
de la gravedad newtoniana y la ley de Coulomb, que postula que las interacciones fisicas se ma-
nifiestan instantdneamente a distancias arbitrariamente grandes, sin preocuparse de la pregunta
de como se propagan estas influencias. En una teoria de campos, como la teorfa de Maxwell, las
distintas particulas no interaccionan directamente entre ellas, sino que usan los campos como los
transportadores de las interacciones fisicas: una perturbacién de una carga eléctrica genera una
perturbacion en el campo electromagnético, que a su vez se propaga a velocidad finita (la velo-
cidad de la luz) por todo el espacio. Las demds cargas en el universo solo notan la influencia de
la perturbacién original cuando la perturbacién del campo electromagnético haya llegado hasta
ellas. En este sentido un campo fisico es realmente un intermediario a través del cual las distintas
particulas interaccionan a grandes distancias. Hoy en dia, las teorias de campos forman la ba-
se de la fisica moderna: toda la fisica de particulas estd basada en la teorfa cudntica de campos,
mientras en cierto modo la Relatividad General es en el fondo una reformulacién de la gravedad
newtoniana en el lenguaje de una teoria de campos.
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Figura 1.1: Una serie de masas m estdn conectadas a través de muelles con constante k y posicion de
equilibrio Lo. En la situacion de equilibrio (arriba) las masas estdn separadas por la distancia Lo. En la
situacion general (abajo) el desplazamiento de la masa m de la posicién de equilibrio estd caracterizado por
la variable ¢,,.

Conceptualmente las teorfas de campos son un poco diferentes a los sistemas discretos. Por
lo tanto, es tutil estudiar la conexién con la mecéanica analitica discreta antes de tratar a fondo el
electromagnetismo. Desde el punto de vista mecdnico, una teorfa de campos no es nada mds que
una teoria con un ntiimero infinito (continuo) de grados de libertad. Son aplicables por lo tanto
las mismas técnicas que ya conocemos de (por ejemplo) el formalismo lagrangiano, solamente
teniendo cuidado con las sutilezas que surgen a la hora de tomar el limite continuo. En esta
seccidn revisaremos como tomar este limite de manera adecuada.

Consideremos un sistema que consiste en una serie infinita (pero contable) de masas iguales,
alineadas a lo largo del eje = y conectadas por muelles idénticos de tamarfio Lo y constante elastica
k. Este sistema podria ser un modelo para los dtomos en un metal, que vibran alrededor de una
posicion de equilibrio (Véase Figura 1.1). Supondremos ademds que las masas solo se pueden
mover en la direccion = . Tomamos como coordenadas generalizadas ¢, (t) las posiciones de las
masas,

an(t) = nLo + énl(t), (1.1)
donde el indice n € Z hace referencia a la n-ésima masa y ¢, (t) mide la desviacién de la posicién
de equilibrio. Las velocidades generalizadas por lo tanto vienen dadas por ¢, = ¢)n La energia
potencial es proporcional al cuadrado de la desviacion de los muelles de la longitud de equilibrio
y viene dada por

V= %Zk(%ﬂ —qn — Lo)* = %Ek(¢n,+l — én)? (1.2)
de modo que podemos escribir el lagrangiano L = 7" — V' como
L = %Zmﬁbi - %Zk(¢n+1 - ¢n)2

S Sl - (] )

donde en la udltima igualdad hemos sacado un factor Lg por razones que se aclararan un poco
mas adelante. Las ecuaciones de movimiento de este lagrangiano vienen dadas por

L%d’in = kLo (%) ~ kLo (%) (1.4)
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Aqui no estamos interesados en intentar resolver estas ecuaciones, sino que queremos saber qué
ocurre con el lagrangiano y las ecuaciones de movimiento en el limite donde la posicién de equi-
librio L tiende a cero. En el modelo para los dtomos en un metal este limite se corresponde con
estudiar el sistema a escalas tan grandes que ya no se perciben los dtomos individuales y el metal
parece un material homogéneo.

Una primera observacién es que en este caso la distribucién de masas se hace continua y el
sistema de masas conectadas por muelles tiende a una varilla eldstica con cierta densidad de
masa p. El indice discreto n que hace referencia a la n-ésima masa, se convierte en una variable
continua z, indicando los puntos a lo largo de la varilla. Concretamente, las distintas coorde-
nadas generalizadas ¢, (t), que antes indicaban el desplazamiento de cada una de las masas, se
convierten en una sola funcién continua ¢(z,t), que ahora describe el desplazamiento a lo largo
de la recta de una cantidad infinitesimal de masa dm situada en la posicién z.

De este modo hemos pasado de una teoria con un namero discreto de grados de libertad
a una teorfa con un ntmero continuo de grados de libertad, es decir, a una teoria de campos.
Notese que, a pesar de que ¢(z,t) sea una funcién de = y de t, el origen de cada una de las
variables es muy distinto. Merece la pena enfatizar que en el limite de la teorfa de campos, la
variable dindmica de la teoria (la que describe la fisica del sistema) es el campo ¢(z,t) y no las
posiciones x. Las posiciones = no son en realidad mas que una etiqueta continua para distinguir
los diferentes grados de libertad de ¢.

Miremos ahora cémo se transforman el lagrangiano (1.3) y las ecuaciones de movimiento
(1.4) en el limite Ly — 0. Por un lado, estd claro que las derivadas ¢,(t) y ¢n(t) se convierten en
derivadas parciales con respecto al tiempo,

. 9 . 92
Por otro lado, el segundo término de (1.3) es practicamente por definicién la derivada parcial con
respecto a x (esta es la razén por la que habiamos sacado el factor L antes),

lim ¢7L+l(t) — ¢n(t) — lim (b(l‘-f—L(),t) — QS(I' t)
Lo—0 Lo Lo—0 Ly

0

y consecuentemente los términos dellado derecho de (1.4) se convierten en una derivada segunda
de z:

ngr_%[(%ﬂLg_ ¢n) B (¢n _L?n_lﬂ - (1.7)
- i, (Aot (eeslelat) Foleh)

Queda solo identificar el limite de los pardmetros que aparecen en el lagrangiano y en la ecuacién
de movimiento. La cantidad m/L tiene dimensién ML~ ,! y en el limite continuo se convierte
en la densidad p de la varilla. La cantidad kLq se identifica de la siguiente manera: la fuerza
necesaria para extender uno de los muelles la distancia (¢,+1 — ¢») viene dada por

(¢n+l - ¢n)

F = k(¢ny1 — ¢n) = kLo i3
0

= YAL,, (1.8)

donde ALy = (¢pn+1—én)/Lo es la extension por unidad de longitud y Y es el médulo de Young,
la constante de proporcionalidad entre la fuerza aplicada y la extensién por unidad de longitud
en los materiales elasticos, una constante que depende del material considerado.

Para el analisis dimensional usado en este libro remitimos al Apéndice A.
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Con esta identificacion de la densidad y el médulo de Young podemos escribir el lagrangiano
(1.3) como

L= [as[ip@or - 1y @07 (19)

donde la suma sobre los desplazamientos >, Lo se ha convertido en una integral | da sobre
la variable continua x. Del mismo modo, la ecuacién de movimiento (1.4) se convierte en una
ecuacion de ondas

p2(x,t) — Y O2p(x,t) =0, (1.10)
que describe ondas (longitudinales) de densidad en el material de la varilla que se propagan con
una velocidad v = /Y/p.

Podemos escribir el lagrangiano como L = [ dx L(¢, 9, ¢, d:¢), donde el integrando L es la
densidad lagrangiana, que contiene toda la fisica del sistema. A su vez se define la accién S como

S(, Do h, Orh) = / dt L(, 0,6, ) = / dide L£(, Ds b, 01, (111)

Notese que hemos tenido mucho cuidado en obtener el limite continuo tanto del lagrangiano
(1.10) como de las ecuaciones de movimiento (1.9), pero que atin no hemos dicho nada sobre c6-
mo derivar las ecuaciones de movimiento del lagrangiano en el caso continuo. En principio no
es muy diferente a la derivacion estdndar de la mecanica analitica con variables discretas, salvo
que ahora hay que variar con respecto a los campos ¢(z, t), es decir con respecto a unas varia-
bles continuas. La herramienta matematica necesaria para esta operacion es la derivada funcional,
definida como 5o(a! 1)

/ dt'dz’ ﬁ - / dt'da’ §(z — ') 6(t —t') = 1, (1.12)
donde §(x — 2’) es la delta de Dirac. En general la derivada funcional de una funcién F(¢(x,t))
de los campos viene dada por la regla de la cadena,

o OF(', 1) s OF (2, 1) 6p(a’,t") _ OF((,t))
[ S5 = [ S e~ o O
La variacion de (1.11) con respecto a los campos ¢(z, t) viene entonces dada por
_ _ ' ’ g 5£(¢(I/7t/)7az’¢($/7t/)7at’¢(xlvt/))
Ozde/dtdm | e

N IL(P(2', 1), D p(a’, 1), Op P(a', 1))
80, p(, )

n SL(¢(', 1), 0w p(a’, 1), Oy (o, 1))
60 (x, t)

Igual que en el caso de variables discretas, podemos suponer que la derivada y la variacién
conmutan,

0 (z,t)

602(, 1)

50:(x, 1) |. (1.14)

50, (x,t) = O66(x,t), 00,8(x,t) = 0,60(z,t), (1.15)

de modo que integrando por partes los tltimos dos términos e imponiendo las condiciones de
contorno

5¢(z,11) = 6¢(z,t2) = d(x1,t) = d(x2,t) = 0, (1.16)
(es decir, tomando la variacién igual a cero tanto en los puntos iniciales y finales como en los
contornos?), tenemos que la variacién toma la forma

o, or B Y oL
0 =65 = /dtdm [&(m> + %(a(am(m))) - %(m)} So(x,t),  (1.17)

2En el caso de la varilla eldstica hemos tomado z1 = —oco y x2 = 0o, pero en general la integracién se puede hacer
tanto en intervalos finitos como infinitos.
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lo que por el calculo variacional solo es cero si se satisface la ecuacién de Euler-Lagrange para
una teoria de campos,

1o} oL 0 oL oL
9 v ~ ) - 2= — . 1.1
ot (a(atab)) oz (a(am)) ¢ 0 (1.18)

Aplicando esto al lagrangiano (1.9) encontramos que efectivamente su variacién da lugar a la
ecuacién de movimiento (1.10), tal como hemos derivado antes, calculando el limite explicita-
mente.

Por muy complicadas que puedan parecer las derivadas funcionales, las reglas (1.12) y (1.13)
estan diciendo que en la practica se aplican como si fueran derivadas ordinarias, olviddndose de
que uno en realidad estd derivando con respecto a funciones. Omitiendo la dependencia funcio-
nal, podemos por lo tanto escribir la variacién (1.17) de la accién (1.9) simplemente como

0=45 = /dtdm[p@t2¢ — YO24) 8. (1.19)

La generalizacién de todo el formalismo a dos y tres dimensiones deberfa ser obvia. En lu-
gar de ser funciones de solo z y ¢, los campos ¢(z%,t) van a depender en general de z* y ¢ y el
lagrangiano serd una funcién de ¢(a,t) y sus derivadas 9;¢(a%,t) y d;6(z¢,t). La ecuacién de
Euler-Lagrange (1.18) serd por lo tanto de la forma

o/ oL o ( oc oL
a<8(&t¢)> - Zami(a(am)) a9 (1.20)

P

1.2. Las leyes de Maxwell

El fisico escocés James Clerk Maxwell (1831-1879) publicé sus cuatro leyes de Maxwell en
1865, aunque la mayoria de ellas ya habian sido descubiertas por Charles-Augustin Coulomb
(1736-1806), Hans Christian Orsted (1777-1851), André-Marie Ampere (1775-1836), Jean-Baptiste
Biot (1774-1862), Félix Savart (1791-1841) y Faraday a base de investigacion experimental. De he-
cho Maxwell afladié solo un término nuevo a las ecuaciones que ahora llevan su nombre. Pero
el gran logro de Maxwell fue unificar el conjunto de leyes empiricas sueltas sobre electrostética,
corrientes eléctricas e induccién magnética en una sélida teorfa, que describe todos los fenéme-
nos relacionados con el electromagnetismo. Ademads resulté que su teoria era capaz de dar un
fundamento tedrico a la dptica, una parte de la fisica que hasta entonces parecia completamente
disconectada de los fenémenos electromagnéticos.

Dada una densidad de cargas eléctricas p(Z,¢) y una densidad de corriente ' (%, 1), las leyes

de Maxwell para los campos eléctricos E(Z, t) y magnéticos B(Z, t) vienen dadas, en unidades de
Lorentz-Heaviside,’ en la siguiente forma

. .. 1 1 -

V.E = p, VxB = -7+ -0F, (1.21)

I L 1 -

V-B =0, VxE =—-8.B, (1.22)
C

donde c es la velocidad de la luz.

53Las unidades de Lorentz-Heaviside son un convenio donde, a diferencia de las unidades SI, la permitividad eléctrica
€0 y la permeabilidad magnética pio del vacio no aparecen explicitamente. Tiene las ventajas de que el tinico pardmetro
fisico que aparece en las ecuaciones de Maxwell es la velocidad de la luz ¢ y que el campo eléctrico E y el campo
magnético B tienen la misma dimension, [E] = [B] = M'/2L~3/2.
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Figura 1.2: La primera y la tercera ley de Maxuwell: el flujo del campo eléctrico E a través de una superficie
cerrada es proporcional a la carga total encerrada dentro de la superficie, mientras que el flujo del campo
magnético B a través de cualquier superficie cerrada es cero, debido al hecho de que no existen los monopolos
magnéticos.

Las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial (1.21)-(1.22) constan de 8 ecuaciones dife-
renciales lineales acopladas, donde en general se toma como condiciones de contorno que los

campos E y B tienden a cero en el infinito (para sistemas infinitos). Aunque la forma diferencial
(1.21)-(1.22) es mds conveniente para buscar soluciones de las ecuaciones, la fisica detras de estas
ecuaciones se ve mejor en la formulacién integral. Utilizando los teoremas de Stokes sobre las

integrales de la divergencia y del rotacional de un campo vectorial 4,

/ﬁffd%: f A it dPx, /(6xA’).ﬁd2m: A dr, (1.23)
1% ov S a8

podemos reescribir las ecuaciones de Maxwell (1.21)-(1.22) en su forma integral:

f E.-idz = /pdi‘m, (1.24)
ov \%4

_ 1 _
f E.-dr = ——i/B~ﬁd2m7 (1.25)
a8 Cdf S
f B-iid*x = 0, (1.26)
oV

. 1 1d [ =
f B-dfszj-ﬁd%Jrf—/E-ﬁd% (1.27)
a8 C S Cdt S

La primera ley de Maxwell o la ley de Gauss (1.24) nos dice que el flujo del campo eléctrico a
través de una superficie cerrada es igual a la carga total encerrada dentro de la superficie (véase
Figura 1.2, izquierda). No es nada mds que una version del teorema de Gauss sobre flujos de

campos vectoriales, aplicada a E, identificando la carga eléctrica,

Q= /pd3x7 (1.28)

como fuente del campo eléctrico. Efectivamente, las cargas positivas y negativas se manifiestan
como las fuentes y los pozos de lineas de campo eléctrico. En particular, si tomamos el caso de
una carga puntual ¢ en el origen, podemos calcular el flujo de E a través de una esfera de radio
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Figura 1.3: La ley de Ampere y la ley de Faraday: Una corriente eléctrica a través de una superficie genera
un campo magnético a lo largo de la curva que bordea la superficie, mientras que la variacién de flujo
magnético a través de una superficie induce una corriente eléctrica a lo largo de la curva.

r alrededor del origen. Aprovechdndonos de la simetria esférica del problema es facil de ver que
(ejerc.)

o q

E=5é, (1.29)

con lo que hemos recuperado la ley de Coulomb.

La tercera ley de Maxwell (1.26) nos intenta dar el equivalente magnético de la ley de Gauss.
Sin embargo aqui vemos que el lado derecho de la ecuacién, que corresponderia al término de la
fuente del campo magnético, es cero. La ecuacién (1.26) dice que el flujo magnético a través de
cualquier superficie cerrada siempre es cero y por lo tanto que no existe un equivalente magnético
de una carga eléctrica (véase Figura 1.2, derecha). Mientras que las cargas eléctricas positivas y
negativas pueden existir separadas e independientes unas de otras, los polos norte y sur de un
imdn siempre aparecen en parejas. En otras palabras, no existen pozos y fuentes para el campo
magnético y las lineas de campo o bien son cerradas, o se extienden hasta el infinito. Aunque en la
fisica moderna existen soluciones de monopolos magnéticos con propiedades muy interesantes,
no hay (de momento) ninguna indicacién seria de que estas soluciones correspondan a objetos
reales en la Naturaleza. Discutiremos el tema de monopolos magnéticos con mas detalle en la
seccién 29.3.

La ley de Ampére, el primer término de la derecha de la ecuacion (1.27), nos cuenta cuél es
la fuente del campo magnético: la corriente eléctrica J. La integral de B a lo largo de una curva
cerrada C' es igual al flujo de corriente eléctrica a través de la superficie cuyo contorno es la
curva C (Véase Figura 1.3, izquierda). En particular podemos distinguir dos casos de interés. El
primero es el caso del conductor lineal infinito con una corriente constante I = [ 7-ii d*z (Figura
1.4, izquierda). A través de la ley de Ampere y la simetria cilindrica del sistema no es muy dificil
ver (ejerc.) que el campo magnético generado por esta corriente [ tiene solo una componente en
la direccién ¢, el dngulo polar en coordenadas cilindricas:

= I

B = € 1.
S €y (1.30)

El segundo caso interesante es el del solenoide infinito, donde una corriente / pasa por una
hélice conductora (Figura 1.4, derecha). De manera similar al caso del conductor lineal se pue-
de demostrar (ejerc.) que el campo magnético fuera del solenoide es cero, mientras que dentro
hay un campo constante B=1 €. a lo largo del eje del solenoide. Los casos aqui comentados
son ejemplos sencillos de la ley de Biot-Savart sobre el campo magnético generado por corrientes
eléctricas. Vemos por lo tanto que la ley de Biot-Savart, y en general la de Ampere, relacionan
claramente los fenémenos eléctricos con los fenémenos magnéticos.

La ley de Faraday o la ley de la induccion magnética (1.25) describe en cierto sentido la situacién
contraria a laley de Ampére con el solenoide. Si una corriente circular causa un campo magnético,
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Figura 1.4: Ejemplos tipicos de la ley de Ampere: un campo magnético rotacional alrededor de un conductor
lineal infinito y un campo magnético constante en el interior de un solenoide.
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Jtambién un imdn metido en un anillo conductor causa una corriente eléctrica en el anillo? Esto
claramente no puede ser verdad, puesto que violaria de manera brutal la conservacién de la
energia. Pero Faraday descubri6 que si se genera una corriente en el momento en que el imén
se acerca o se aleja del anillo, es decir cuando el flujo magnético a través del anillo cambia. La
ley de Faraday dice que un cambio en el flujo magnético a través de una superficie S induce un
campo eléctrico rotacional alrededor de la curva que bordea S (Véase Figura 1.3, derecha). Este
campo eléctrico rotacional genera una corriente j, que a su vez causa a través de la ley de Ampere
un campo magnético. El sentido de la corriente j'es tal que el campo magnético causado intenta
compensar el cambio de flujo del campo original. Las corrientes eléctricas inducidas por cambio
de flujos magnéticos a través de una superficie son el principio basico detrds de una dinamo y
forman la base del motor eléctrico.

Las cuatro leyes de electricidad y magnetismo que acabamos de comentar arriba ya eran co-
nocidas en los tiempos de Maxwell. En ese momento eran unas leyes empiricas que describian
bien los experimentos realizados hasta entonces. Sin embargo Maxwell se dio cuenta de que en
particular la ley de Ampere (las ecuaciones (1.21, derecha) y (1.27), sin el segundo término de la
derecha) no podia ser valida siempre.

Si aplicamos la ley de Biot-Savart (1.30) al caso donde una corriente j'estd cargando un con-
densador, la corriente genera claramente un campo magnético B alrededor del conductor. Sin
embargo, el flujo de corriente a través de una superficie es cero, si dejamos que la superficie pa-
se entre las dos placas del condensador (Véase figura 1.5), por lo que la ley de Ampeére no es
generalmente valida. Maxwell se dio cuenta de que mientras corria la corriente eléctrica, iba au-
mentando la carga acumulada en el condensador y por lo tanto aumentando el flujo de campo
eléctrico entre las dos placas y la superficie. De alli dedujo que era precisamente ese cambio de
flujo eléctrico el que inducia el campo magnético B alrededor del conductor, lo que resulta en
el segundo término de (1.21, derecha) y (1.27), el término de Maxwell. Al conjunto de la ley de
Ampere y el término de Maxwell, se le suele llamar la ley de Ampere-Maxuwell.

Maxwell introdujo su término a base de razones puramente tedricas, ya que en este momento
no habfa ninguna indicacién experimental para creer en la existencia de una contribucién de este
tipo. Sin embargo el término resulta ser indispensable para la conservacién de la carga eléctrica
y da lugar a la existencia de las soluciones de ondas electromagnéticas, un hecho experimental-
mente encontrado por Heinrich Hertz (1847-1894) alrededor de 1890.

Las leyes de Maxwell describen cémo las cargas y las corrientes eléctricas generan campos
eléctricos y magnéticos, pero no hemos dicho todavia cémo una particula cargada interacciona
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Figura 1.5: El término de Maxwell como correccién a la ley de Ampere: el campo magnético B a lo largo de
de una curva C alrededor del conductor con una corriente j'no es igual al flujo de la corriente pasando por
la superficie S, si S pasa entre las dos placas de un condensador. La carga que se acumula en el condensador
crea un cambio en el campo eléctrico, que es el responsable del campo magnético B.

con estos campos electromagnetlcos Para esto recurrimos a la fuerza de Lorentz. La fuerza ejercida
por un campo E y un campo B sobre una particula con carga ¢ viene dada por

F= q(ﬁ+ ”XCB), (1.31)
donde ¥ es la velocidad de la particula. Vemos que esta fuerza consiste en dos partes: un término
eléctrico que bésicamente resume la ley de Coulomb entre dos cargas y un término que dice que
la carga notara el campo magnético si se mueve con una velocidad . En particular en un campo
magnético constante, una carga ¢ con velocidad ¢’ perpendicular a B se movera en circulos de
radio r = muvc/qB (ejerc.). La fuerza de Lorentz es conservativa en el caso de cargas estaticas,
pero no en general, ya que se deduce facilmente de las leyes de Maxwell que V x F # 0. Sin
embargo, el segundo término no realiza ningtn trabajo sobre la particula. Aunque cambia la
direccién de ¥, no cambia la norma y por lo tanto la energifa cinética sigue igual. Efectivamente,
el cambio de energia cinética E.i, de una particula en un campo electromagnético solo es debido
al campo eléctrico:

Ecin JE 1 JE
ddt =v-F = qUv-E. (1.32)

1.3. Cantidades conservadas

Las mismas leyes de Maxwell indican por su propia estructura que existen ciertas cantidades
conservadas. Tomando la divergencia de la ley de Ampeére-Maxwell (1.21, derecha) tenemos que

0=cV-(VxB)=V-7+ V-QE = V-7 + O, (1.33)

donde en la dltima igualdad hemos utilizado la ley de Gauss (1.21, izquierda) . La expresion
(1.33) es una ecuacion de continuidad y es la manera en que en una teoria de campos se expresa una
ley de conservacién, en particular aqui la ley de conservacion de la carga eléctrica. Su interpretacién
es mds fcil en la formulacién integral,

jgvj-ﬁd% = jt/ pdiz. (1.34)
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En esta forma se ve que si cambia la carga () = fv p d>z en un cierto volumen V, es porque
hay un flujo de corriente no-trivial a través de la superficie 9V que bordea ese volumen. La
ecuacién de continuidad implica una conservacién de carga global: la carga global del universo
evidentemente estd conservada, porque (por definicién) no existe un flujo de corriente a través
de “la frontera de universo”. Pero la ley de conservacién en su forma (1.33) 6 (1.34) es més fuerte
que una tradicional ley de conservacién global: su caracter local nos permite en cada elemento
de volumen dV relacionar el cambio de carga con los movimientos de esas cargas a elementos de
volumen adyacentes. Notese que para poder derivar esta ley de conservacion de la carga hemos
utilizado explicitamente el término de Maxwell en (1.21, derecha).

Por (1.32) sabemos que el campo eléctrico puede cambiar la energfa cinética de una particula
cargada. Si creemos en la ley de conservacién de la energia, debemos por lo tanto aceptar que
el campo electromagnético también tiene energia, que pierde o gana al aumentar o disminuir
la energia de la particula con la que interacttia. Esto tampoco resulta tan raro, puesto que si
consideramos el campo electromagnético como una realidad fisica, no es de extrafiar que posea
propiedades fisicas como energfa o momento.

Podemos derivar la expresién para la energia del campo electromagnetlco de las propias leyes

de Maxwell. Si tomamos el producto escalar de (1.21, derecha) con E y de (1.22, derecha) con B
tenemos

Lo o 1. - 1= =
E-(VxB) = _J-E+ E-9E,

Lo L 1- -

B-(VxE) = — B-9B. (1.35)

Restando estas dos expresiones y utilizando que para cualesquiera dos vectores V y W es cierto
que (ejerc.)

— —

W-VxV - V-VxW, (1.36)
vemos que
L 1 _
cV-(ExB) = —50t(E2+B2) - 7-E. (1.37)
Esta expresion tiene la forma de una ley de conservacién: si identificamos las cantidades
Uem = 5(E* + B?), S = ¢c(ExB), (1.38)

con la densidad de energia del campo electromagnético y con el flujo de densidad de energia
respectivamente, podemos escribir la versién integral de (1.37) como

7{ §.ide + 2 / Uem d®z = —/ 7 Edz. (1.39)
ov dt Jv

Ellado izquierdo es efectivamente una ecuacién de continuidad, relacionando el cambio de ener-
gla del campo electromagnético en un volumen V' con la cantidad de energia que escapa a través
de la frontera por unidad de tiempo. Sin embargo, los dos términos no suman cero, lo que sugie-
re que la energfa del campo electromagnético no estd conservada. En realidad esto es de esperar:
hemos dicho que el campo eléctrico es capaz de cambiar la energia cinética de las cargas some-
tidas y el término de la derecha representa precisamente ese cambio de energia de las cargas
(compara con (1.32), tomando en cuenta que j = pv). La energia conservada, por lo tanto, no
es solamente la de los campos electromagnéticas, sino del sistema entero de campos y cargas.
El vector S = ¢(E x B) se llama el vector de Poynting, llamado asi por John H. Poynting (1852 -
1914), un estudiante de Maxwell, que deriv6 en 1884 esta ley de conservacion de energia, también
conocida como el Teorema de Poynting.
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Para obtener una expresion para el momento lineal podemos hacer una derivacién parecida.
Lo méds cémodo es hacer la derivacién en componentes. Tomando en cuenta que en componentes
el producto vectorial de dos vectores A y B se escribe como

3
(EX E)L = Z EijkAJ'Bk, (140)
j,k=1

donde ¢, es el simbolo de Levi-Civita

1 cuando (ijk) es una permutacién par de (123),
€ijk = —1 cuando (ijk) es una permutacion impar de (123), (1.41)
0 en todos los demds casos,

entonces vemos que la derivada parcial de la componente i del vector de Poynting con respecto
al tiempo viene dado por

1

2 0:S; = €ijk [E]-E?tBk + 8tEjBk}

[N

3
Jrk=1

3 3
€ijk [—E]’ Z ekimO By + (Z €j1mO1 Bm, — %jj)Bk*]

1 I,m=1 I,m=1

<.

1
[—EjaiEj + E;0,E; + BroyB; — Br0;B — Zeijk’jj Bk]
1

.

I
™M= M= M-

1 1
[—Eai(EQ—FBZ) + 0;(EyE; + B;Bj) — E;0;E; — B;0;B; — E€ijkjjBk:|

J 1

3
1 Z 1 .
= 8]' |:—§(E2 + B2) (5ij + EVIE‘J + BZBJ} — pEl — E Ei]'k ]]' Bk, (142)

=1 k=1

donde en la segunda igualdad hemos utilizado las ecuaciones de Maxwell paraV x Ey V x By
en la dltima las ecuaciones para V - E y V - B, aparte de la identidad

3
Zsi]’k €imn = 6jm6kn - 6km5]n (143)

i=1

En los dltimos dos términos de (1.42) reconocemos la expresion para la fuerza de Lorentz (1.31)
actuando sobre un conjunto de particulas cargadas, descrito por una densidad de carga p y den-
sidad de corriente 7. A trvaés de la segunda ley de Newton podemos por lo tanto escribir esos
altimos dos términos como la derivada de la densidad de momento de las particulas, d(p,7)/dt,
donde p,, es la densidad de masa de las particulas cargadas. Si ahora definimos el tensor de mo-
mento electromagnético

Tij = (EiE; + B; B;) — 3(E* + B?) &5, (1.44)
podemos escribir la ecuacién (1.42) como
1 & d
=5 0iSi ~ zajﬁj = — o (pmua). (1.45)
=

El lado izquierdo de esta igualdad es otra vez (la i-ésima componente de) una ecuacién de con-
tinuidad: interpretando el vector de Poynting como el momento del campo electromagnético, la
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ecuacion (1.45) nos dice que la pérdida de momento del campo electromagnético 9,5; esta relacio-
nada con el flujo del tensor de momento 0;7;;. El momento total del campo electromagnético, sin
embargo, no es conservado, por lo menos no en presencia de cargas. En cambio, la diferencia es
igual al cambio en el momento de estas cargas. Igual que para la energia, lo que esta conservado
es el momento del sistema total de campos y particulas.

Notese que el vector de Poynting aparece dos veces en estas derivaciones: una vez como el
flujo de energia y otra vez como el momento conservado. En la Teoria de la Relatividad Especial
veremos que la energfa y el momento estdn relacionados como los componentes del cuadrivector
de energia-momento. Veremos en el siguiente capitulo que la Teorfa de Maxwell es explicitamente
invariante bajo las transformaciones de Lorentz (aunque no sea visible en esta notacién), por
lo tanto, el hecho de que el vector de Poynting aparezca en estas dos formas es una primera
indicacién de la covariancia de la teorfa.

1.4. Potenciales electromagnéticos e invariancia gauge

Las leyes de Maxwell en su forma diferencial (1.21)-(1.22) son mds cémodas de resolver que en
su forma integral (1.24)-(1.27), pero atin asi no son faciles por la aparicion del operador diferencial
V en forma de divergencias y rotacionales. Resulta que las dos leyes de Maxwell homogéneas
(1.22), la ley de Faraday y la de la divergencia de B, nos permiten escribir el conjunto en una
forma mds accesible, ademas de darnos pistas sobre uno de las aspectos mds importantes de la
fisica moderna.

El hecho de que la divergencia de B siempre sea cero implica, por las propiedades de diver-
gencias y rotacionales, que podemos escribir B como el rotacional de algtn campo A:*

B =VxA. (1.46)

Efectivamente, no solo es obvio que V - V x A = 0 para cualquier campo A4, ademas no es dificil
demostrar que (1.46) es la solucién mas general de (1.22, izquierda).

Sustituyendo (1.46) en la ley de Faraday (1.22, derecha), la otra ecuacién de Maxwell homo-
génea, podemos escribir esta como

.

V x (E + %@A) =0, (1.47)

intercambiando las derivadas parciales 0; y 0;. Por las mismas propiedades de rotacionales y

gradientes, se ve que podemos resolver esta identidad en general, escribiendo E + ¢~! 9; A como
el gradiente de un campo —¢, donde el signo menos se introduce por futura conveniencia. En
otras palabras, podemos escribir el campo eléctrico como

. - 1 .

También aqui deberia estar claro que esta manera de escribir el campo eléctrico es la solucién
mas general de (1.22, derecha).

Resumiendo, las dos ecuaciones homogéneas de Maxwell nos estdn contando la existencia de
unos potenciales electromagnéticos, ¢ y A. El hecho de que (1.46) y (1.48) sean las soluciones mas

generales de las ecuaciones homogéneas implica que cuando escribimos £y B en términos de
estos potenciales, ya hemos resuelto dos de las cuatro leyes de Maxwell.

4Aqui suponemos que el espacio es simplemente conexo, que es el caso de R?. Estudiaremos soluciones en espacios
que son topoldgicamente no triviales més adelante.
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Sin embargo, (1.46) y (1.48) no nos dicen nada mas sobre los potenciales ¢ y A que su mera
existencia. Para saber cudl es su forma, su dindmica o la fisica descrita por ellos, es preciso recurrir
a las ecuaciones inhomogéneas. Sustituyendo (1.46) y (1.48) en la ley de Gauss (1.21, izquierda) y
laley de Ampere-Maxwell (1.21, derecha) y utilizando de nuevo las propiedades de divergencias
y rotacionales, no es dificil ver que se pueden escribir las ecuaciones inhomogéneas como

V%~ LoV A) =
1y e =l .. 1.

donde el operador diferencial AVERE Zi:l Ok0x es el laplaciano habitual en R®. Las ecuaciones
inhomogéneas de Maxwell son por lo tanto un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas y de
segundo orden para los potenc1a1es ¢y A. Una vez resuelto este sistema de ecuaciones, podemos
sacar las expresiones para E y B a través de (1.46) y (1.48).

Sin embargo, a primera vista las ecuaciones (1.49) no parecen mucho mas simples que las
ecuaciones inhomogéneas de Maxwell de donde las hemos derivado, sobre todo debido a los
altimos términos en el lado izquierdo. No parece muy claro, por lo tanto, la razén por la que
hemos introducido los potenciales electromagnéticos en primer lugar. Sin embargo, en este punto
es donde entra en juego una de las caracteristicas que mas define a la Teorfa de Maxwell: la
invariancia gauge.

Hemos visto que las ecuaciones homogéneas definen los campos electromagnéticos en tér-
minos de los potenciales: dados los potenciales ¢ y A, los campos E y B estan completamente
determinados a través de las expresiones (1.46) y (1.48). Sin embargo, lo contrario no es verdad:
dados E y B, ni ¢, ni A estan determinados univocamente. Hay muchos potenciales vectoria-
les A cuyo rotacional da el mismo B, y hay muchos campos escalares cuyo gradiente es 1gual a
E + ¢ 18, A. Concretamente, si cambiamos los potenciales ¢ y A por otros potenciales ¢’ y A,
relacionados con los originales como

b — ¢ = ¢ + OA, A A = A — VA, (1.50)

con A = A(#, ¢) una funcion arbitraria, entonces los campos electromagnéticos £’ y B’ generados
por estos potenciales ¢’ y A’ son idénticos a los campos E'y B generados por ¢ y A. Efectivamente,
esta claro que

E‘/

V¢ — %at/? - —6(¢ n 8tA) - %at(/f— cm) - V¢ — %atl _

— - —

E’:ﬁxﬁ':Vx(ﬁ—cﬁA):vXA— xVA = Vx A = B. (1.51)

o
<

En otras palabras, dados unos campos E y B, es imposible saber si vienen de los potenciales ¢ y
Aode ¢ y A Esmds, dado que A(Z,t) es una funcién arbitraria, hay infinitos potenciales que
dan todos los mismos campos electromagnéticos.

(Coémo sabemos ahora con cudl de los ¢ y A tenemos que trabajar? ;Cudl de estos infinitos
potenciales describe correctamente la fisica de nuestro sistema? En realidad, la respuesta ya viene

dada en (1.51): todos los potenciales ¢ y A relacionados a través de (1.50) describen la misma
fisica, ya que todos generan los mismos campos E y B. En un experimento se puede medir la
intensidad y la direccién del campo electromagnético (es decir de E y 5), pero no existe ningtn
experimento que sea capaz de medir directamente ¢ y A y por lo tanto capaz de distinguir entre
unos potenciales u otros relacionados a través de (1.50). En realidad, los potenciales ¢ y A son
solamente unos campos auxiliares, que hemos introducido por mayor facilidad matematica, pero
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que no corresponden a ninguna realidad fisica.’ La realidad fisica estd descrita iinicamente por
los campos E'y B, ya que son estos los que medimos en los experimentos.

Un ejemplo concreto ilustrara esta idea profunda: ya hemos dicho que en electrostética el
campo eléctrico de una carga puntual viene dado por la ley de Coulomb (1.29),

E=-9 ¢z, B =0 (1.52)

4r?
Muchas veces se presentan los potenciales electromagnéticos de este campo eléctrico en el llama-
do gauge de Coulomb, que impone sobre el potencial vectorial A la condicién V - A = 0. En este
caso el campo eléctrico esta completamente determinado por el potencial escalar ¢, ya que A se
anula en todo el espacio:
¢ = L A=o (1.53)
Amr’

Sin embargo, podemos elegir otros potenciales que nos generen el mismo campo electrostatico
(1.52). En particular podemos elegir el llamado gauge temporal, donde el potencial escalar es cero
en todo el espacio y el campo eléctrico estd soportado exclusivamente por el potencial vectorial.
Efectivamente los potenciales

¢ =0, y G LAY (1.54)

4mr?

generan a través de (1.48) exactamente la misma expresién (1.52) para el campo de una carga
puntual estatica. A primera vista podria parecer extrafio que una configuracién estatica como
(1.52) esté descrita por un potencial que dependa explicitamente del tiempo, pero esto solo es
un prejuicio inspirado por el gauge de Coulomb, puesto que los potenciales mismos no tienen
significado fisico y pueden tener una dependencia temporal (lineal) sin que lo tenga E. La de-
pendencia temporal de A en (1.54) solamente es un artefacto de la eleccion de los potenciales, no
un efecto fisico. Obsérvese que efectivamente los potenciales (1.53) y (1.54) estdn relacionados a
través de una transformacion del tipo (1.50) con A = —qt/4nr.

Vemos por lo tanto que la teoria de Maxwell tiene una inesperada simetria: dado que los po-
tenciales no corresponden a ninguna realidad fisica, la eleccion de ¢ y A no puede afectar la fisica
del sistema y por lo tanto un cambio en la eleccién de potencial de la forma (1.50) deja el sistema
invariante. Esta nueva simetria impone restricciones muy fuertes sobre la forma de las expresio-
nes: las cantidades fisicamente relevantes, como la intensidad del campo electromagnético, su
energia o su momento, solo pueden depender de las combinaciones de los potenciales ¢ y A que
son invariantes gauge. En otras palabras los potenc1ales solo pueden aparecer en las cantidades
fisicas en las combinaciones E = ngzﬁ — 19, A y B = V x A. Es facil de comprobar que las
expresiones que hemos derivado en la seccién anterior efectivamente satisfacen este criterio. Las
teorias de este tipo se llaman teorias gauge, la transformacion (1.50) se llama una transformacion

gauge y los potenciales ¢ y A campos gauge.5

Es dificil sobreestimar la importancia de la invariancia gauge en la fisica moderna: la transfor-
macién (1.50) en la teorfa de Maxwell solo es el caso més sencillo de invariancia gauge: en 1954
los fisicos chino-americanos Chen Ning Yang (1922 - ) y Robert Mills (1927 - 1999) generalizaron
la transformacion (1.50) a grupos no-Abelianos y hoy en dia entendemos la interaccién electrodé-
bil y la interaccién fuerte (e incluso hasta cierto punto la gravedad) como teorfas gauge, aunque
de un tipo més complicado que en la teoria de Maxwell.

5En cierto sentido, los potenciales electromagnéticos ¢ y A'son una generalizacién de la energia potencial V'(z) en la
mecdnica newtoniana, que solo estd determinada médulo una constante. El hecho de que tengamos la libertad de afadir
una constante arbitraria a V' (x), implica que el potencial en si no tiene significado fisico. Solo las diferencias de potencial
entre dos puntos AV = V(z2) — V(z1) lo tienen.

6To gauge (pronunciado /geids/ (“gueich”)) en inglés significa “calibrar”. La razén por la que se relaciona las trans-
formaciones (1.50) con las calibraciones es un error historico (pero fructifero) del matematico aleman Hermann Weyl (1885
- 1955) en 1918, cuando intento, sin éxito, unificar la Relatividad General y el electromagnetismo usando invariancia bajo
transformaciones de escala. Discutiremos brevemente la idea de Weyl en el Capitulo 24.
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Volviendo a las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell (1.49), podemos usar la invariancia
gauge para simplificar la forma de estas ecuaciones, ya que la invariancia gauge nos proporciona
la libertad de poder cambiar los potenciales ¢ y A a través de una transformacion gauge (1.50).
Concretamente, siempre podremos elegir los potenciales de forma que satisfagan la condicién

- o= 1
V-A+ =06 =0, (1.55)
&

de modo que las ecuaciones (1.49) se reducen a unas ecuaciones de ondas inhomogénea tridi-
mensional para los potenciales ¢ y A4,

1 1., -
g@fé - V2%p = p, C—zafA - V4 =

[N

7 (1.56)

Una ecuacién de onda es una de las ecuaciones diferenciales parciales mds conocidas y mas re-
currente en la fisica y sus soluciones se pueden sacar facilmente con la teorfa de las funciones de
Green. La forma (1.56) de las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell es por lo tanto mucho mas
manejable que (1.49), o incluso (1.21)-(1.22).

Aqui hemos visto otro ejemplo mas de como la ambigiiedad de los potenciales electromag-
néticos, mas que ser un problema, se convierte en una gran ventaja: una buena eleccién de ¢
y A puede simplificar mucho un problema dado. Concretamente la condicién (1.55) se llama el
gauge de Lorenz. Elegir unos potenciales u otros para un problema concreto se llama fijar el gauge
y muchas elecciones de gauge son tipicas para ciertas situaciones fisicas. Por ejemplo, el gauge

de Coulomb, V - A = 0, es habitual para problemas de electrostética, pero veremos en breve que
el gauge de Lorenz es maés ttil en Relatividad Especial. Otras elecciones de gauge comunes son

el gauge temporal ¢ = 0'y el gauge axial A -7 = 0, donde 7 es un vector unitario en una direccién
especifica.

En resumen, podemos escribir las ecuaciones de Maxwell como
Lo 2 Loz or _ Lo
C_gaz¢_v¢:,07 C_gatA_VA: E]a (1.57)

—

E = V¢ — %aﬁ, B = VXA, (1.58)

siempre y cuando asumamos que ¢ y A estén relacionados a través de (1.55). Las ecuaciones (1.57)
describen la dindmica de los potenciales y su interaccion con las cargas y las corrientes, mientras

que (1.58) nos da la relacién entre los potenciales y los campos fisicos E y B.

1.5. La Teoria de Maxwell a través del principio variacional

De la mecanica analitica conocemos las ventajas del formalismo lagrangiano para estudiar
las leyes de la fisica: un lagrangiano es basicamente la integral de las ecuaciones de movimiento
y permite estudiar con maés facilidad las propiedades y simetrias de la teoria. En particular, el
principio variacional aplicado a la teoria de Maxwell nos ensefia unas cuantas lecciones que no
son obvias mirando solo las leyes de Maxwell (1.21)-(1.22).

La accién de la teorfa de Maxwell viene dada por
Cooa ol o, 1, 1, =
Stwewell = | dtdz [515 - 3B~ 06 + ;j-A]A (1.59)

A primera vista esto puede parecer una accion extrafia, ya que no es cuadratica en las primeras
derivadas de E'y I3, como uno esperaria de la mecanica analitica. Es mds, variando ingenuamente
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esta accion con respecto a los campos electromagnéticos £ y B, las ecuaciones de movimiento
darian lugar a la condicién claramente errénea £ = B = 0.

La razoén por la que la accion (1.59) si es la accion correcta es la primera leccion importante del
formalismo lagrangiano de la Teoria de Maxwell: en realidad las variables dindmicas de la teoria
de Maxwell no son los campos electromagnéticos E y B, sino los potenciales ¢ y A. A través de
(1.46) y (1.48) podemos reescribir la accién (1.59) como (ejerc.)

SMaxwell = /dtd3l' [%Z&sﬁé‘mﬁ + %ZaiﬁbatAi + T;ZatAiatAi

S S04 + 5 S 0A0 A — o+ 2 GiA], (160)

que si es cuadrética en las primeras derivadas de los potenciales. Atn asi, el lagrangiano (1.60)
escrito en términos de los potenciales sigue teniendo unas propiedades que no estamos acostum-
brados a ver en sistemas de variables discretas. Primero, que aparte del término cinético (9;4;)>
para A tenemos todo tipo de términos proporcionales al gradiente, J;A;. Ademas, el potencial
escalar ¢ solo tiene términos proporcionales a su gradiente 0;¢, pero no tiene un término cinético
(0:9)?, lo que hace que en realidad ¢ no sea un campo dindmico.

En realidad la razén por la que aparece un tipo de términos y no el otro es la misma: la inva-
riancia gauge. La accién debe ser invariante bajo las transformaciones (1.50), ya que la eleccién
de los potenciales no puede influenciar la fisica. Al escribir un término cinético (9;4;)?, la inva-
riancia gauge nos obliga a incluir también los términos proporcionales a 9;¢ y 9; A;. Sin embargo
la misma invariancia gauge prohibe un término del tipo (9;¢)?, ya que una variacién daria lugar
a un término, 92 A0, ¢, que es imposible cancelar con la variacién de otro término. Dicho de otra
manera, solo los términos que aparecen en (1.60) combinan a la accién manifiestamente invarian-
te gauge E? — B2 de (1.59).”

La idea es que las ecuaciones de movimiento de la accién (1.60) nos proporcionan las ecuacio-
nes de Maxwell. Efectivamente, las ecuaciones de Euler-Lagrange para ¢ y A,

o/ or o [ oL 5L
a<5(at¢)> *Z%(é(am)) 5 0,

i

9/ oL 9 [ oLr i
&<5(TAJ)> +2 @(m) “oa, 0 (1.61)

i

nos proporcionan precisamente las ecuaciones (1.49) (ejerc.), que sabemos que son las ecuaciones
inhomogéneas de Maxwell en términos de los potenciales. En otras palabras, la ley de Gauss y
la ley de Ampere-Maxwell (1.21) son las ecuaciones de movimiento respectivamente de ¢ y A
en la accién (1.60). Notese que estrictamente hablando la ecuaciéon para ¢ no es una ecuaciéon de
evolucion, puesto que no contiene segundas derivadas en t. Eso es debido al hecho de que la
invariancia gauge impide que ¢ sea un campo dindmico (es decir, que tenga un término cinético).
Por lo tanto su variacién, mds que una ecuacién de movimiento, impone una ligadura sobre ¢
yA.

Por otro lado, no se obtienen las ecuaciones homogéneas (1.22) de esta accién a través de un
principio variacional. La segunda leccién que nos ensefia el principio variacional en la Teoria de
Maxwell es que en realidad el caracter de las ecuaciones homogéneas es completamente distinto

7Estrictamente hablando, el producto escalar E - B también es una cantidad obviamente invariante gauge. Sin em-
bargo, se puede demostrar que E - B es una derivada total y por lo tanto no contribuye a las ecuaciones de movimiento.

Ademas, veremos en el Capitulo 4 que E - B en realidad no es un escalar, sino un pseudo-escalar, que bajo reflexiones
adquiere un signo adicional y no sirve para construir una accién invariante bajo rotaciones.
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a las ecuaciones inhomogéneas. Como hemos explicado en la seccién 1.4, las ecuaciones homo-
géneas nos informan sobre la existencia de los potenciales ¢ y A: recuérdese que (1.46) y (1.48)
son las soluciones generales de estas. En otras palabras, mds que unas ecuaciones dindmicas, las
ecuaciones homogéneas acttian como ligaduras para E y E, permitiéndonos escribir estos cam-
pos en términos de los potenciales ¢ y A. Por lo tanto, al considerar equivalentes las acciones
(1.59) y (1.60) y al reconocer ¢ y A como las verdaderas variables dindmicas de la teoria, ya he-
mos asumido implicitamente las ecuaciones homogéneas de Maxwell en el principio variacional.
Lo curioso es que esta diferencia entre las ecuaciones homogéneas e inhomogéneas apenas es
apreciable a nivel de las ecuaciones mismas, mientras que estd clarisima desde el punto de vista
del formalismo lagrangiano.

También es interesante mirar la accién de una particula con masa myg y carga eléctrica g, inter-
accionando con el campo electromagnético. En particular esta accién viene dada por

Sparsctn = [ dt [3ma 38050 — a0(a®) + IS #0462

y es facil ver (ejerc.) que la ecuacién de Euler-Lagrange

d /oL oL
da lugar a la ecuacién de movimiento
moi + q[@mﬁ + %atAi] - % S [aiAj —ain] — 0. (1.64)

Dandonos cuenta de que las expresiones entre corchetes son precisamente las combinaciones
(1.48) y (1.46) (no deberia sorprendernos, jsi no la ecuacién no serfa invariante gauge!), podemos
interpretar esta ecuacién como la segunda ley de Newton para una particula sometida a la fuerza
de Lorentz (1.31),

E + gxé}.
C

(1.65)

mo;% = q[

Notese que debido al acoplo de &y A en la accion (1.62), el momento canénico conjugado de
' no es p* = myi’, sino

P = modt + gAi, (1.66)
y por lo tanto el hamiltoniano viene dado por
1 L q = 2
Hparticula = /dt [Q—Tno <p - ZA(‘T)) + q¢($)] (1.67)

Este hamiltoniano, con acoplo minimo al campo electromagnético, se utiliza mucho en la mecénica
cuantica.

Finalmente, aunque hemos discutido la invariancia gauge de los términos cinéticos de (1.60),
no hemos dicho nada sobre la invariancia de los términos de acoplo, ni en (1.60), ni en (1.62).
Puede parecer extrafo que los tltimos dos términos de (1.62) contengan a ¢ y A tal cual, ya que
parecen romper la invariancia gauge. Sin embargo, una transformacién gauge (1.50) induce la
siguiente transformacién en la accién,

1 i
£particu1a - L:;)articula = Eparticula -4 [atA + EZQTlCaz‘A]
i

d
= Eparticula -4 %A(tv z)

Lparticula (1.68)



36 Bert Janssen - Gravitacion y Geometria

donde en la segunda igualdad hemos usado la regla de la cadena para escribir los dos tltimos
términos como una derivada total, y en la tercera el hecho de que dos lagrangianos que difieren
por una derivada total son fisicamente equivalentes. Por lo tanto, a pesar de que los potenciales
aparezcan desnudos, una transformacién gauge no tiene efecto fisico en (1.62), ya que solo da
lugar a una derivada total.

Una cosa parecida, aunque no igual, ocurre con los términos de acoplo de (1.59): una trans-
formacién gauge (1.50) cambiaria la accién como

SMaxwell = Siaxwell = SMaxwell — /dtde[thA + Zji 62‘1\]

= SMaxwell + /dtd3$ [@P + Zaiji] A

= SMaxwelh (169)

donde en la segunda igualdad hemos integrado por partes y en la tercera hemos quitado la segun-
da integral, gracias a la ley de continuidad (1.33). En otras palabras, la accién (1.59) es invariante
gauge gracias a la conservacién de carga. Pero también podemos dar la vuelta al argumento:
por el teorema de Noether sabemos que a cada simetria continua le corresponde una cantidad
conservada (y viceversa). La tercera leccién del principio variacional por lo tanto es que la can-
tidad conservada asociada a la simetria de la accion (1.59) bajo transformaciones gauge (1.50) es
precisamente la carga eléctrica.

1.6. Soluciones de las ecuaciones de Maxwell

Una gran ventaja de la estructura de las ecuaciones de Maxwell es que estas son lineales, asi
que cualquier combinacién lineal de dos soluciones también es una solucién.

En la seccién 1.2 ya hemos mencionado algunas soluciones, como la de la carga puntual, el
conductor lineal y el solenoide infinito. En esta seccién repasaremos algunas soluciones mas, que
son interesantes por su relevancia fisica.

Ondas electromagnéticas

Una de las propiedades sorprendentes de las ecuaciones de Maxwell es que existen soluciones
no triviales en ausencia de cargas y corrientes. Las llamadas ecuaciones del vacio son

VE:O7 VB:O7

L . L . (1.70)
VxE = -19,B, VxB = L19E.
Una primera observacién es la remarcable simetria entre campos eléctricos y magnéticos en la
ausencia de cargas: las ecuaciones de Maxwell del vacio son invariantes bajo la transformacién
(E,B) — (B, —E). Sin embargo, en presencia de cargas esta simetria esta rota, debido al hecho
de que existen cargas eléctricas, pero no hay monopolos magnéticos.

Una segunda observacion es que la estructura de las ecuaciones del vacio (1.70) permite la
existencia de paquetes de campo viajando por el espacio: un cambio en B por la ley de Faraday
induce un campo eléctrico, previamente inexistente, y a su vez un cambio en E induce por el
término de Maxwell un campo magnético. Vemos por lo tanto que los cambios en el campo elec-
tromagnético se autosostienen, resultando en paquetes de campo propagédndose por el espacio
independientemente de cargas y corrientes. Estos paquetes de campo se llaman ondas electromag-
néticas.
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En lugar de buscar la solucién méas general de las ecuaciones del vacio, es instructivo mirar
un caso mas sencillo, puesto que todos los elementos clave de la dindmica ya aparecen aqui.
Suponiendo que E y B dependen solamente de una coordenada (digamos ) y del tiempo, las
ecuaciones (1.70) se reducen a

OuEy, = 0,By = OBy = 0,By = 0, 1.71)
8acEz = % atBya aTBy = % atE27 (172)
azEy - _%ale 6sz = _%8tEy~ (173)

Notese que, bajo nuestra suposicién, las ecuaciones (1.70) se han separado en tres sistemas de
ecuaciones diferenciales desacoplados: las ecuaciones (1.71) para las componentes E, y B, el
sistema (1.72) para las componentes F. y B, y el sistema (1.73) para las componentes £, y B..

El primer sistema es trivial: la solucién general de (1.71) es £, = C y B, = Cs, donde C' 2 son
constantes de integraciéon. Podemos interpretar entonces F, y B, como unos campos de fondo,
ajenos a la verdadera dindmica que queremos describir, por lo que tomaremos £, = B, = 0.

Las componentes dindmicas de los campos electromagnéticos son por lo tanto en las ortogo-
nales al eje x. Dado que los sistemas (1.72) y (1.73) son muy parecidos, resolveremos el primero y
comentaremos la solucién general de la segunda por analogfa.

En lugar de resolver (1.72) directamente, es mads facil derivar las ecuaciones con respecto a
y a t y sustituirlas la una en la otra. De esta manera, las ecuaciones (1.72) se transforman en unas
ecuaciones de onda unidimensionales para las componentes E. y B,,

LO}E. — O2E. = 0, % 0}B, — 07B, = 0, (1.74)

cuya soluciéon mds general es bien conocida: E. y B, son funciones arbitrarias del tipo f(z + ct),
representando una onda con perfil f(z) que se propaga a lo largo del eje x a la velocidad de la
luz.

Sin embargo, las ecuaciones (1.74) son mas generales que las ecuaciones originales (1.72): el
sistema (1.74) consiste de dos ecuaciones independientes, pero (1.72) nos dice que en realidad
tenemos que E., = :tB;, donde la prima se refiere a la derivacién con respecto a la variable = + ct.
La solucién general de (1.72) viene por lo tanto dada por

E, = filx+ct) + falx —ct) + Ch, B, = fi(z+ct) — falx —ct) + Co, (1.75)
y un andlisis andlogo para (1.73) ensefia que las componentes E, y B son de la forma
E, = gi(x +ct) + ga(w—ct) + Ch, B. = —gi(z+ct) + go(w—ct) + Co, (1.76)

donde f1, f2, g1 ¥ g2 son funciones arbitrarias de su argumento. Las constantes de integracién
C1.2y C1 2 se interpretan otra vez como campos de fondo, que no tienen que ver con la dindmica
del sistema (1.71)-(1.73). La fisica interesante esta en las propiedades de las funciones fi, f2, g1 y
g2 que describen las ondas electromagnéticas.

El hecho de que se interprete (1.75) y (1.76) como ondas eléctromagnéticas es debido a que
representan paquetes de campo electromagnético que se propagan a la velocidad de la luz a lo
largo del eje z: fi(z + ct) y g1(z + ct) en la direccién de x negativo 'y fo(z — ct) y g2(z — ct) enla
direccién de x postivo. Las soluciones (1.75) y (1.76) que surgen del caso especial (1.71)-(1.73) se
llaman ondas planas, ya que, al depender solamente de la coordenadas z, el campo electromagné-
tico es constante en los planos yz. Por esa razén, puede parecer una solucién poco fisica por su
extensién infinita, pero en realidad una onda plana es una muy buena aproximacién de una onda
esférica en una regioén pequefia, lejos de su punto de origen. Las dos soluciones independientes y
mutuamente perpendiculares (1.75) y (1.76) representan las dos polarizaciones (lineales) de una
onda electromagnética.
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Las dos soluciones (1.75) y (1.76) muestran claramente dos propiedades importantes de las
distintas polarizaciones. La primera propiedad es que cada polarizacién consisten en campos
eléctricos y magnéticos que son ortogonales y tienen la misma amplitud:

— —

E-B =0, E? - B> =0 (1.77)

La segunda propiedad importante es que son ondas transversales, puesto que la amplitud de la
onda es perpendicular a la direccién de propagacién. Una clase importante de ondas planas es
las llamadas ondas monocromiticas, donde las funciones f y g son senos y cosenos,

E; = A; cos(kx £ wt + ¢;), B; = A; cos(kz £ wt + ¢;). (1.78)

Aqui, A; es la amplitud, k el nimero de onda, w la frecuencia angular y ¢; la fase. Para que las
ondas monocrométicas sean de la forma (1.75) y (1.76), el niimero de onda y la frecuencia tienen
que satisfacer la relacion de dispersion en el vacio

w = ck. (1.79)

Desde el punto de vista fisico, las ondas monocromadticas no corresponden a una realidad fisica,
puesto que se extienden por el espacio entero y tendrian una energfa infinita. Sin embargo desde
el punto de vista matemético es un concepto muy 1til, ya que son faciles de manejar. Ademas
sabemos por el analisis de Fourier que cualquier solucién (1.75) y (1.76) se puede escribir como
una superposicién de ondas monocromaticas de distintas frecuencias.

La longitud de onda A viene dada por el nimero de onda y la frecuencia v esta relacionada
con la frecuencia angular w mediante

_ 2m w

A= S
k'’ Y=o

Notese que la conocida férmula para la velocidad de propagacién de ondas nos da efectivamente
la velocidad de la luz:

(1.80)

==Y - (1.81)

Al darse cuenta de que existen soluciones de paquetes de campo electromagnético que se
propagan con la velocidad de la luz, Maxwell identificé la luz como ondas electromagnéticas.
La conexioén entre el electromagnetismo y la 6ptica fue uno de los grandes éxitos de la teoria de
Maxwell. No solo era la primera vez que alguien venia con una teorfa fundamental para explicar
la naturaleza de la luz, sino que esa teoria también daba una base sélida a la 6ptica y permitia
derivar las leyes empiricas de la éptica y calcular indices de reflexién y refraccién de materiales.
Pero ademas, la teoria de Maxwell es capaz de dar una explicacién de cémo surgen estas ondas
electromagnéticas, como veremos en el siguiente apartado.

Potenciales retardados

Resolvemos ahora las ecuaciones de Maxwell en toda generalidad. Ya hemos visto que, eli-
giendo el gauge de Lorenz (1.55), se pueden escribir las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas
en funcién de los potenciales electromagnéticos como

1 1 - -
200 — Vi = p, 204 - VA =

e

7 (1.82)

Por la teoria de ecuaciones diferenciales sabemos que la solucién general de una ecuacion li-
neal inhomogénea consiste en la suma de las soluciones de la ecuacién homogénea y una solucién
particular. En el caso de las ecuaciones de Maxwell, las soluciones de las ecuaciones homogéneas
son las ondas electromagnéticas que hemos visto en la subseccién anterior. En este apartado,
buscaremos una expresién para la solucion particular, que involucra las cargas y corrientes.
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Figura 1.6: Los potenciales retardados: los potenciales electromagnéticos en el punto & en el momento t
vienen dados por la suma de todas las contribuciones de cargas y corrientes en los puntos i en el momento
t—|Z—gl/c

La gran ventaja de elegir el gauge de Lorenz es que la ecuacién de onda inhomogénea (1.82)
es fécil de resolver. La teoria de funciones de Green dice que, dada una distribucién de cargas
p(Z,t) y de corrientes J(Z,t), la expresion general para los potenciales electromagnéticos ¢(Z,t) y

—

A(Z,t) en un punto Z y un instante ¢ viene dada por los llamados potenciales retardados,

- 1 9(277 t,) — (= 1 j(?j> t/) -
t) = — | ———d A(Z,t) = — | =2—dy, 1.83
o) = 4= [ 2 ag @ = o [ e s
donde ¢’ es el tiempo retardado,
¢o=1 - ‘x;m (1.84)

La interpretaciéon de esta solucién particular es bastante parecida al caso de la electrostatica
o las corrientes constantes, solo con una diferencia importante. Igual que en electrostatica, para
calcular el valor de los potenciales en un punto Z en el momento ¢, tenemos que sumar (integrar)
todas las contribuciones de cargas y corrientes en todos los elementos de volumen d3z del es-
pacio. La diferencia con el caso estético es que para obtener la contribucién de un elemento de
volumen en posicién i no hay que tomar la densidad de p y 7’en el mismo momento ¢, sino en
el momento anterior t' = t — | — g|/c. Obsérvese que |Z — ¥]/c es exactamente el tiempo que
necesita una onda electromagnética (y por lo tanto también la informacién de la situacién fisica)
para viajar de ¢ a & a la velocidad de la luz (véase Figura 1.6).

En otras palabras, al campo electromagnético en un punto # en un momento ¢ contribuyen
todas las sefiales que llegan en ese momento ¢ del espacio entero a ese punto. Eso es porque la in-
teraccion electromagnética no es instantdnea, sino que se propaga a velocidad finita: la velocidad
de la luz. Un cambio en la configuracion de cargas cerca de la Estrella Polar no afecta al campo
electromagnético en la Tierra de inmediato, sino que la Tierra tardaria 431 afios en recibir la in-
formacién de la situacién cambiada, ya que ese es el tiempo necesario para viajar a la velocidad
de la luz los 431 afios-luz que separan la Tierra y la Estrella Polar.

En este aspecto, la teoria de Maxwell difiere mucho de la accién a distancia instantdnea de la
gravedad newtoniana. A pesar de las criticas iniciales,® el viejo modelo newtoniano de interac-
ciones a distancia gané rapidamente aceptacion al quedar evidente el éxito fenomenolégico de

8A los contemporaneos de Newton, una fuerza universal atractiva sonaba demasiado esotérica, invocando otra vez
las fuerzas de simpatia y antipatia entre cuerpos de los alquimistas y filésofos medievales. Newton mismo nunca preten-
di6 dar una explicacion fisica para la interaccién gravitatoria, solo quiso dar la expresién correcta de la fuerza. De ahi su
respuesta: “Hipotheses non fingo” (No invento hipétesis).
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Figura 1.7: Ondas electromagnéticas debidas a cargas aceleradas: una carga originalmente en reposo en
el punto O acelera y se mueve al punto P. Lejos de la carga, las lineas de campo todavia estdn como si
la carga estuviera en O, mientras cerca de la carga las lineas ya se han adaptado. Entremedias hay una
discontinuidad que se expande con la velocidad de la luz.

Nt

la teorfa. Ahora vemos que en la teoria de Maxwell, al ser esta una teorfa de campos dindmicos,
surge de manera natural un modelo distinto para las interacciones: en una teorfa de campos, las
particulas no interaccionan directamente entre ellas, sino con los campos, que juegan el papel de
intermediarios y que transmiten la interaccién entre particulas a velocidad finita.

En este sentido las ondas electromagnéticas en la teoria de Maxwell son precisamente esto:
las distorsiones del campo electromagnético debido a la aceleracién de cargas, que se propagan
con la velocidad de la luz. Consideremos una carga, inicialmente en reposo en el origen o, y un
campo coulombiano, centrado en la carga y que se extiende hasta el infinito. En el momento
t = to, durante un intervalo At, la carga se desplaza a un punto p cercano, donde queda otra
vez en reposo. La configuracién de las lineas de campo en un momento ¢ > t; + At consta
de dos partes (véase Figura 1.7): a distancias r > ¢(t — 1), las lineas de campo todavia siguen
manteniendo la forma de un campo coulombiano centrado en el origen, igual que como estaban
antes de que la carga se moviese, dado que no ha habido tiempo para que ninguna sefial llegara
hasta alli. La contribucion a los potenciales retardados en los puntos con r > ¢(t — ty) es como
si la carga todavia estuviera en el sitio original. Sin embargo, por la ley de Coulomb esta claro
que a distancias r < ¢(t — ty), las lineas de campo forman un campo coulombiano centrado en p.
Entre las dos zonas hay una discontinuidad esférica en los campos electromagnéticos de grosor
cAt que, debido a la dindmica de las ecuaciones del vacio (1.70), se expande con la velocidad de
la luz, formando una onda electromagnética esférica.

La propiedad de que las interacciones se propaguen a la velocidad de la luz es una propiedad
tipica de las teorfas de campos relativistas. En el siguiente capitulo veremos no solo que desde el
primer momento la teoria de Maxwell ya tenia incorporada todas las propiedades de una teoria
relativista, sino que fue justo esa diferencia con la mecanica newtoniana la que hizo que Einstein
desarrollara la Relatividad Especial. Ademds, unos afios mas tarde, precisamente la discrepancia
entre los potenciales retardados de electromagnetismo y la accién a distancia de la gravedad
newtoniana le empuj6 a abandonar esa tltima y desarrollar la Relatividad General.



